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Tentamen, mandagen den 1 juni 2015. Losningsforslag.
Del I

En tank innehaller 100 liter saltlosning med koncentrationen 8 gram salt per liter.
En ny 16sning med koncentrationen 3 gram salt per liter pumpas in i tanken med
hastigheten 2 liter per sekund. Samtidigt pumpas ut vélblandade l6sningen fran
tanken med samma hastigheten 2 1/sek.

(a) Bestam ekvation som uttrycker massa av salt som funktion av tiden. Los den
erhallna ekvationen.

(b) Bestédm den tidsmoment da koncentrationen av salt halveras.

(c) Forklara varfor koncentrationen av salt stabiliseras efter tillrickligt lang tid.
Vad éar stabiliserade koncentrationen?

Losning.

(a) Observera att volymen av saltlosningen i tanken inte dndras med tiden ef-
tersom vitskan pumpas in med samma hastighet som den pumpas ut. Lat A(t)
vara massan av salt i tanken vid tid ¢. Koncentrationen av salt i tanken vid tid ¢
uttrycks som k(t) = A(t)/100. Vi har givet att koncentrationen av salt i borjan
var 8 gram salt per liter. Det innebér att A(0) = 1007 - 8¢/l = 800g.

Derivatan % visar hur massan av salt dndras varje sekund. Vi har
dA
E = Azn - Auta

dir A;, dr massan av salt som pumpas in varje sekund, och A, ar den som
pumpas ut. Vi har givet att A;, = 3g/l-2l/s = 6g/s.

Ay = k(t)-2g/s dér k(t) &r koncentrationen av salt i tanken. Enligt ovanstéende,

Ay = A(t)/100 - 2g/s = A(t)/50g/s.

Vi far differentialekvationen
dA

dA 300 — A(t)
dt ’

6 — A(t)/50 = ——

Denna ekvation ar separabel. For A(t) # 300 kan vi skriva

dA 1 1
_m ~1 Ny .
/300—A 5O/dt<:> n [300 \ 50t+01
Eftersom vi &r intresserade av den l6sningen som uppfyller A(0) = 800, dvs

A(0) > 300, sa studerar vi intervallet A(¢t) > 300. Har har vi [300 — A(¢)| =
A — 300, och 16sningen har form

1 ¢
— ln(A — 300) = %t + Cl = A(t) =300+ Ce 350

for en godtycklig konstant C. Observera att denna 16sning uppfyller A(¢) > 300
for alla t > 0.



Moduluppgift 2.

Begynnelsevirdet A(0) = 800 definierar konstanten:
800 = A(0) = 300 + C < C = 500,

Alltsa, 16sningen till begynnelsevirdesproblemet ovan ar A(t) = 300 + 500~ 5.
(b) Vi soker tidpunkten ¢; sidan att A(t;) = 5A(to) = 400.

¢ ¢ 1
300 + 500e" 50 = 400 < ¢~ 50 = =&t =50 In5.

(c) Efter en lang tid kommer koncentrationen av salt i tanken nirma sig koncent-
rationen av salt i den inkommande 16sningen. Denna ar 3g/lit. Denna observation
sammanfaller med berékningarna ovan. Méangden salt i tanken konvergerar mot
300g. :

lim A(f) = lim A(t) = 300 + 50050 = 300;

t—o00

Koncentrationen av salt konvergerar allrsa mot 300g./100l. = 3g/I.

(a) Forklara hur fungerar reduktion av ordnings metod for att 16sa andra ord-
ningens ekvation

a(x)y” +b(x)y" + c(x)y = g(x).

(b) Funktionen y = z? léser ekvationen z?y” — %xy’ —y = 0. Bestdm allménna
16sningen av den inhomogena ekvationen

1 1
ny//_éxy/_y:_
xT

m h av metoden av reduktion av ordning.
(c) Bestdm &ven den 16sning till inhomogena ekvationen i fraga (b) som uppfyller
villkor
y(1)=1; lim y(z)=0.
T—r+00
Losning
(a) Se boken Zill, Wright 8th ed.(Kap.4.2)

(b) For x # 0 skrivs om ekvationen pa standard form:

1 1 1

" / o
y 23:'y a:?y N

Lét y;(z) = 2% vara den givna lésningen till den motsvarande homogena ekvatio-
nen. Vi soker en annan (linjirt oberoende) 16sning pa formen y(x) = v (x)u(x),
dar u(x) # const. Vi har: ¢y = yju + y1v, ¥ = yfu + 2yjv’ + y;u”. Inséttningen
i ekvationen ger:

3

1 1 1
(200 + ) — (g ) — =
1 1 1 1
I / / / "o
u(y) — Syl ﬁyl) + ' (2y) — %Z/l) +ypu = e

Funktionen som multipliceras med u i den sista ekvationen ar lika med 0 ef-
tersom ¥, ar en losning till den homogena ekvationen. Ekvationen ovan ar darfor
ekvivalent med

1 1
/ / "o
u'(2y) — %yl) +yu = e



Moduluppgift 3.

Insittning av y; = 2% ger #%u” + Zzu’ = %, Om man betecknar v'(z) for w(z),

far vi en forsta ordningens linjar ekvation for w:

7 1
' (z) + Ea:w(x) =3
For x # 0 skriver vi om ekvationen pa standard form:
7 1
/ JR—
w'(z) + %w(x) =5

7/2

For x > 0 ar en integrerande faktor x'/<. Multiplicera ekvationen med den inte-

grerande faktorn:
(2Pw) =27 o 2Pw= 20"+ Cew=—-20""+Cz %

Eftersom u' = w, s& far vi u = %:13*3 + Cx=%? + Cy. Slutligen,

2
y(x) = 2?u(z) = gxfl + Crz™? o Cya?
(c) Villkoret lim, o y(x) = 0 ger Cy = 0.
Villkoret y(1) = 1 ger % +Ci+Co=1&0C) = %

Villkorna ovan definierar alltsa 16sningen

Undersok integralekvation

t
y(t) = 8/ y(s)cosb(t — s)ds + 3sin bt
0

m h av Laplacetransform.

(a) Visa att integralen i hogerledet &r en faltning av tva funktioner. Vad &r
funktionerna som faltas?

(b) Bestdam Laplacetransform Y (s) av l6sningen y(t).

(c) Bestam losningen y(t).

Losning

(a) Faltning av tva funktioner, f(¢) och g(¢) &r funktionen

Fro = [ 1)t - sds

I vart fall fot y(s) cosb(t — s)ds = y(t) * cos bt.
(b) Beteckna Y'(s) = L{y}(s) och Laplace-transformera ekvationen:

S 5 S 15
Y(s) = 8Y(S)52 = +382 = < Y(s) (1 —882 +52) =2 s
15
YVis)= ———
SV = 3518

52—85+25 (s—4)2+9

Den sista likheten foljer fran satsen: £{e® f(t)}(s) = L{f(t)}(s — a).

() y(t) = LYY} =L (=) = £ ( 15 ) — ¢45 sin 3t



(1p)

(a) Los differentialekvationen

,_ Yty —a?

P z > 0.

Ledning: observera att hogerledet &r en homogen funktion av x, y och anvind
substitution y = zu(x).

(b) Bestdm &ven den 16sning som uppfyller begynnelsevillkor y(1) = —2.

Losning.

(a) Vi anvinder substitution y(z) = zu(z). Vi far ¢/(z) = xu'(x) + u(x) och
hogerledet av ekvationen blir

w4+u—1
u+1
Hela ekvationen blir d&a .
ru' = —
u+1
Det &r en separabel ekvation. Vi far
d
(u+1)du = @
x

och integreringen ger oss
2

%—i—u:—lnx—i-C

varav

u(z) =—-1+vD —2lnz,

diar D = 2C + 1 ar en ny constant. Vi far

y(x) =—zr+tazvD —2Inz.

(b) Inséttning av begynnelsevillkor y(1) = —2 till 16sningen ger oss
—2=-1+VD.

Den héar ekvationen kan uppfyllas om man véljer minustecknet framfér roten och
D = 1. Vi far 16sningen

y(x) =—x —2zv1—2Inz.

Klassificiera med avseende pa stabilitet de kritiska punkterna till ett plant auto-
nomt system svarande mot den icke-linjara differentialekvationen

" — (u—3) +u®—4=0.

Ange aven typ av fasportréitt av systemet néra varje kritisk punkt (du behover
inte rita nagon bild!)

Losning.



(2p) 6.

(2p)

Vi infor en ny obekant funktion v = «’. Ekvationen ersittes nu med systemet

u=w
v = (u—3)v—u*+4.

Kritiska punkter till det ar losningar av ett system av ekvationer

v=20
—u?+4=0.

Vi far tva kritiska punkter (2,0) samt (—2,0). For att undersoka dem anvénder
vi metoden av linearisering. Vi bestdmmer Jakobimatris av systemets hogerled:

I punkten (2,0) far vi

(5 1)

Matrisen har komplexa egenvérdena A\;o = —1/2 £ i4/15/4 som har negativ
reeldel. Detta visar att den kritiska punkten (2,0) &r en stabil spiral.

I pukten (—2,0) far vi
0 1
(0,

Matrisen har egenvirdena Ao = —5/2 + /41/4. De é&r reella av olika tecken
vilket visar att den kritiska punkten (—2,0) &r en sadel och den &r instabil.

(a) Uttryck funktionen

3,0<t <2
[ty =4 =2, 2<t <4
0, 4<t

som kombination av Heavisides stegfunktioner U(t—a) (exakta vérdena i punkter
t =0, 2, 4 kan forsummas). Bestdm dérefter Laplacetransform F'(s) av f(t).

(b) Anvénd berdkningar fran (a) for att losa begynnelsevirdesproblem
y—y=r[t); y0)=2
Hér ar f(t) samma som i fraga (a).
Losning.
(a) Fran egenskaper av Heavisides stegfunktion ser man att funktionen
3(U) —U(t—2)

antar virdet 3 pa intervallet (0,2) och vérdet 0 utanfér det slutna intervallet
[0,2]. Analogt, antar funktionen —2(U(t —2) — U (t —4)) vérdet —2 pa intervallet
(2,4) och vérdet 0 utanfor intervallet [2,4]. Summan av dessa tva funktioner ger
oss viardena som krévs i uppgiften d v s

F(8) =3(U) Ut —2))—2U(t—2) — U(t —4)) = 3U () — 5U(t —2) +2U (t — 4).



Laplacetransform av detta uttryck ar

3 —be % 4 2748
. .

F(s) =

(b) Vi tillimpar Laplacetransform till hela differentialekvationen. Vi far da

3 — 5e % + 2e%
S

sY(s)—2—-Y(s) =

varav
2 3 — be 25 4 2e 48

s—1 * s(s—1)
For att bestdmma invers Laplacetransform skall man anvinda partiellbrakupp-
delning:

Y(s) =

1 1 1

s(s—1) s—1 s

Vi far
2 3 —5e 2 4 2e74s N —3+5e72 —2e s

Yi(s) =
(5) s—1 s—1 S

Invers Laplacetransform ger oss svar

y(t) = 2e" + (3e' —=5e"?U (t—2)+2e" U (t—4)) + (—3U (t)+5U (t—2)—2U (t—4)).

Ett linjart system Y’ = AY har losningar
(243t [ (2=3t)e" [ (4=3t)e
Ya(t) = ( (2t —3)et )7 Yalt) = (2t +3)e’ ) Ya(t) = (4t +3)e )
(a) Bestam nagot fundamentalsystem av 16sningar;

(b) Ange en fundamentalmatris av systemet;

(c) Los inhomogena systemet Y' = AY + G, dar
ot
G(t) - < 2€t ) '

Losning. (a) Systemet av differentialekvationer i fragan ar ett linjart homogent
system av ordning 2. Enligt teori har ett sadant system ett fundamentalsystem av
l6sningar som bestar av tva linjart oberoende losningar. T ex far man vélja nagra
tva av tre givna losningar och visa att de ar linjart oberoende. Alternativt, far
man betrakta linjdra kombinationer av givna losningar for att fa ldttare uttryck
att arbeta med. Vi tar funktioner

1
6

tet

Y(#) e ) och Y (t) :%(Yg(t) _Yo(t) = < f; >

(Y10 - Yal) = (
For att visa att de &r linjart oberoende rdknar man Wronski determinant:

Lot gt | = (t? + 1)e*.




Den &r nollskild vilket visar att funktionerna Y,(t) och Y5(t) &r linjart oberoende.

(b) Losningarna Y4(t) och Y5(t) erhallna i (a) bildar en fundamentalmatris

te et
o) = (L o)
(¢) Vi soker l6sningen till inhomogena systemet i form Y (¢) = ®(¢)U(¢), dar U(¢)
ar en ny obekant funktion. Systemet blir

(HU() + 2()U'(t) = AD(H)U(t) + G(T).

P g av standarda egenskaper av fundamentalmatriser far vi & = A® vilket ger
oss systemet ®U’ = G eller U’ = &~ 1G. Vi far

1 tet —et
1 -
0=y (6w )

O 1(H)G(t) = ( %;let ) .

t241

Vi rdaknar ut

Det ar U’. Integreringen ger oss

1In(#? +1) — 2arctant
—( 2
u(t) = ( arctant + In(t* + 1) C,

dér C ar en godtycklig konstant vektor.
Losningen blir Y (t) = Y, () + Y, (¢), dér

Yi(t) = ®(t)C = Cy ( Ztt ) +C ( feett )

ar den homogena l6sningen och

Y (1) = te' e\ [ 3In(t*+1) — 2arctant
PR =t tet arctant + In(¢? 4 1)
ar partikularlosning.

Bestdm 2m-periodiska funktionen y(¢) som uppfyller v/(¢) + y(t + m) = cost.
Ledning: anvand lampliga Fourierserier!

Losning. Eftersom funktionen y(t) dr 2m-periodisk, kan den stkas i form av
Fourierserien

+ Z an cos(nt) + b, sin(nt)) .

n=1

%
2
Vi far da -
y'(t) = Z (nb,, cos(nt) — nay, sin(nt).

n=1

Eftersom cos(x + nm) = (—1)" cos z och likadant géller for sin far vi

y(t+m) = EO + Z "a, cos(nt) + (—1)"b, sin(nt)) .

n=1



Hela ekvationen blir

cost = %
2

NE

-+ (((=1)"an + nby,) cos(nt) + ((—1)"b, — na,) sin(nt)),

n=1

dar vansterledet cost tolkas ocksd som Fourierserien med den enda nollskild ko-
efficient a; = 1 och alla 6vriga koefficienter nollor.

Jamforelse av koefficienter for n = 0 ger oss ag = 0. Jamforelse av koefficienter
for n = 1 ger oss systemet

—a1+b1:1; —bl—alz(),

varav vi hittar a; = —1/2 och b; = 1/2. Till slut, jamforelse av koefficienter for
varje n > 2 ger oss systemet

(—1)"a,, + nb, = 0; —na, + (—=1)"b, =0

med obekanta a,, b,. Det ar ett homogent linjart system vars determinant &r
1+ n? # 0 vilket ger oss att a,, = 0 och b, = 0 for n > 2.

Svar: y(t) = —3 cost + 1 sint.



