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1. Bestdm ett andragradspolynom vars funktionskurva passerar genom Punktern

(173)7 (27_2)7 (37_5) f/ |
[ 2 1 ( (6()
Tips: ansitt ett/andragradspolynom och 16s ett l?j'art ekvationssystem dir koefficienterna dr

obekanta. ¥0L)< o l4)<+ C z M \
(

Losningsforslag. Lit p(z) = az® + bz + c. Eftersom y = p(z) gér genom punkten (1, 3) &r
al?+bl+c = 3. Eftersom y = p(x) gér genom punkten (2, —2) ér a2? + b2 + ¢ = —2. Eftersom
y = p(z) gér genom punkten (3, —5) dr a3* + b3 + ¢ = —b5. Vi far ekvationssystemet

Vi l6ser systemet med Gausselimi

Liagg till —4r1 till 72 och =971 till 73.

Ligg till £r2 till r1 och —3r2 till 3.

Ligg till 3r3 till 72 och 173 till r1.

dvsa =1, b = —8, ¢ = 10. Det sokta polynomet ér dérfor p(z) = 22 — 8z + 10.
2. Lat T : R? — R? vara den linjira avbildning som avbildar en punkt i planet R? pé sin
spegelbild i linjen x + y = 0.

(a) Bestim matrisen A for 7' i standardbasen for R2. 2p)
(b) Bestdam tva linjirt oberoende egenvektor o7y, Us till A. 2p)
(c) Bestdm matrisen B for 7" i basen {7}, v }. 2p)
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Losningsforslag. (a). [ : > _
~ -8 L_

—_

1
—1
Matrisen A dr den enda matrisen som uppfyller: Av; = v; och Avy = —v3. Vi ka%iﬁ}a A med
obestdmda koefficienter:

Lat v; =

—_

vara linjens riktningsvektor, och v3 = { } vara en ortogonal

a b
A [ d} |
Koefficienterna i matrisen kan hittas direkt ur sambanden Av; = v7 och Avy = —v,.
Man kan dven forenkla ansatsen (och fa samma resultat): eftersom avbildningen dr en reflektion,
vet vi att matrisen A #r ortogonal (dvs. AT = A~') med determinant —1, alltsd ¢ = b, d = —a,
och

Sambandet Av; = v; skrivs som

Detta gera = 0, b = —1, och
0 -1
=10 ]
En annan metod &r att soka kolumnerna av A som bildera av basvektorerna: IT(Z 3 T( 52 >(]

—

Cl(A> = T(é&) = 2pI'Oj U'igl — éi = —€9
CQ(A) = T(gg) = 2p1'0j 17152 — 52 = —6_”1,
som ger samima resultat.

(b). Vivetatt Tv; = v] samt att T'vy = —uv3, vilket betyder att v] dr en egenvektor med egenvirde
1, och v5 dr en egenvektor med egenvirde —1.

(c). I basen (v7,v3) har egenvektorerna foljande koordinater: v; = (1)} och v5 = {ﬂ Vi vill
bestamma en matris B sadan att Bv; = v7 och Buy = —v3. Denna blir en diagonalmatris med
egenvirden pa diagonalen: _
1 0 N\ 7
B‘(o —1) /AY Vi Ve Vg
—1 1
3. Betrakta vektorernav; = | 1 |, 03 = |—3|,ochvz3 = | 0
2 2

(a) Visa att 177, v5, U3 utgdr en bas for R3.

an linjarkombination av v1, vy, 3.

A ~ —~—~—
Losningsforslag. X = w

(a) Vibehover visa att de tre vektorerna ir linjirt oberoende. Detta kan goras genom att visa
att foljande determinang ej dr noll:

-1 1
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dir vi anvind kofaktorexpansion ldngs tredje kolumnen. \bésms/'
(b) For att skriva « som en linjairkombination @ = ¢7; + coUs + c3U3 W8ser vi ekvationssy-
stemet t/t/ 6/ ))
11 2| 1 1 -1 —2|-1 1 -1 —2]-1 %MZ/U

1 -3 0] 3| ~|0 =2 2 4] ~1|0 1 —-1|-2
2 2 =7|-3 0 4 -3|-1 o o0 1, 7

vilket med bakatsubstitution ger 16sningen c3 = 7, co = 5, ¢; = 18, dvs

W

(c) Vinoterar att v - U5 = 0, det vill sdga v; och U, dr-ertogenale rOJektloner aav w pade
tva vektorerna ir:

. U W —4 -2
prOJz_)'lw = ||—»1||2 1 — ?Ul — ?U
PIOj 5, W = Ua u;vz =1 Uy T -
Al \)[ o'W/ UZ |

och eftersom de dr ortogonala &r projektionen pa planet darfor: / V / 7 / L VZ,
— U —Uy=—| 1| —-|-3l == ¥
3 312 2 | 3 |-
-5 0 6
4. Lat A= | -3 1 3].Berikna A0, b P
-4 0 5
Losningsforslag. Egenvirdena till A fas som losningar till det(A — AI) = 0 och V1 ser efter
beridkning att o (-1
det(A=A)=0<= (1-XN)A-1)A+1)=0 Wo[():2

sa egenvirdena till A 4r +1. Eftersom det finns tva linjart oberoende egenvektorer till egenvardety

1 (ses efter berakmng) sadr A dlagonahserbar Dvs det finns en 3 x 3- matrls P ochen dlagonalvw (f)
S od_ggenvirdena -1 pa diagonalen, s& att A = PDP~!. Det foljer att AP =

= PIP~! = I. Vihar alltsa att A°° = ], enhetsmatrisen i format

\PP-\

5. (a) Antaattvivetatt @ x ¥ = @ x 1 for nigon vektor #. Kan vi ur det dra slutsatsen att ¢/
och 1/ &r lika? Om ja, sa varfor da? Om nej, sa exakt vilka slutsatser kan vi dra om hur v/
och w ser ut, och varfor? 3 p)

(b) Anta att vi vet att « - v = - w for alla vektorer «. Kan vi ur det dra slutsatsen att ¥ och
ar lika? Om ja, sa varfor da? Om nej, sa exakt vilka slutsatserkan vi dra om hur ¢ och W
ser ut, och varfor? Qp)

l
Losningsforslag. E v [9ve
I/UO
(a) Svar: Nej. Lat i = o X v = @ X .

e Om @ = 0 sd ir 7 = 0 for alla ¥ och @ och vi kan inte dra nagon slutsats alls

e Om u # 0 men 77 = 0, s ir ¢ och parallella med @ men vi kan inte dra na
slutsats om deras langd.

e Om 77 # 0, s& har vi @ x (v - ) — 0 och vi kan dra slutsatsen att 7 = @ eller 4 ir
parallella med ¥ — w dvs. W = ¥ + tu, t € R.
For varje v finns odndligt manga sadana .



A = [e &bj@mmrfmw&’ L{JN; ]/FE‘Z

(b) Sv Jﬂlﬂé Lat @ -0 = 4 - . Sd har vi @ - (0 — of) = 0 for alla @ dvs. ¥ — 0 &r

ortogonal mot alla vektorerna «. Endast vektorn som &r ortogonal mot alla Vektorerna ar

noll vektorn. Sa kan vi dra slutsatsen att ¥ — o = 0 dvs. ¥ = . [
—— (

6. Lat A vara

a 0/ < n)-matris. Visa att ekvationen \3—\
— / X3=A 2
har en 16sning. \r_ (6 p)

Losningsforslag. Eftersom matrisen A dr symmetrisk sa dr den ortogonalt diagonaliserbar, vilket
betyder att

ddr P dr en ortogonal matris och D = diag(A1, g, ..., A,) dr en diagonal matris.

Lat den diagonala matrisen R vara given av

R = diag(A)Y3, ()3, ..., ()Y?).

Observera att detta ir| definierat oavsett tecken pa Ai, Ao, ..., \, da tredje-roten/z > /3 4r
definierad for alla reella tal z. Matrisen R uppfyller

R*=D.
Sitt X = PRPT. Eftersom PT P = I giller d4 att

X? = (PRP")»< PR(P"P)R(P"P)RP" = PR’P¥= PDP" = A
sa vi har hittat en 16sning till ekvatienen.
~\ .
A= POV D i aa%
Lo ol | ,



