1 Forelasning 8

Vi antar att A #r ett kontinuerligt vektorfilt. En faltlinje till A &r en kurva
T = 7(t) sadan att tangentvektorn 9= &r parallell med A i varje punkt 7(t),
d.v.s. &

T _
—(t) = NA(F(t

(1) = NAG()),

déar A #£ 0 &r en skaldr som kan bero kontinuerligt pa ¢.

Vi presenterar nagra egenskaper hos faltlinjer:

a). Punkten 7, dr en kritisk punkt fér A, om A(7p) = 0. Man kan visa att
det inte finns féltlinjer som startar fran, slutar i eller passerar en kritisk punkt.
Detta kan tolka sa hér: om en partikel befinner sig i punkten 7y sa dr den kvar
dar hela tiden. Partikeln kan inte 1amna den kritiska punkten och kan heller inte
komma till den kritiska punkten. Matematisk maste foljande ekvation l0sas

T - XAGF(D), o) =To.
Direkt berdkning visar att funktionen 7(t) = 7 (for alla t) ar en 16sning och det
finns inga andra 16sningar.

b). Genom varje icke-kritisk punkt passerar exakt en filtlinje till A (Picards
sats). Faltlinjer innehaller inte kritiska punkter.

c). Parallella vektorfalt har samma faltlinjer.

d). Filtlinjer beror inte pa A. Faktorn A\ paverkar bara parametriseringen av
féltlinjer. For att visa detta betraktar vi ekvationen for faltlinjer dar A =1

dr

= (1) =AF() (1)

T:/Otﬁds.

Eftersom A &r en kontinuerlig funktion som &r skiljd fran 0 i varje punkt &r
funktionen ¢ — 7 strikt vixande eller strikt avtagande (beroende pa tecken av
A, vilket inte kan éndras). Vi skriver om (1) i variabeln 7

och gor ett variabelbyte

dr _drdr _1dr

G drdat e A0
eller .
’[" I
— = )MA(7).
dr (T)

Sa att anta att A = 1 &r ingen inskrénkning. Men ofta kan ett lampligt val av A
(eller variabeln t) betydligt forenkla sokandet efter faltlinjer.

Ex. 1 Hitta alla faltlinjer till vektorfaltet A = —y& + z9.



Losn. Vektorfaltet har kritiska punkter (x,y, z) = (0,0, z) , d.v.s. ldngs hela
z—axeln.

For att hitta ovriga faltlinjer ska vi anvidnda cylindriska koordinater. Vek-
torfiltet A i cylindriska koordinater #r lika med p@ och tangentvektorn &r

dr d d d
s =Lt e+ =5,

dt  dt dt
Féltlinjerna uppfyller

dp dy dz

_— = —_— = )\ _— = .

TR BT

Vi tar A = 1. Da har vi att
p=po p=t+c z=2.

Det magnetiska faltet for en elektrisk ledare liangs z—axeln d.v.s. %gb ar

definierad i R3 \ z—axeln och parallell i varje punkt med pp. Alltsa har filtet
samma faltlinjer som pg.

Ex. 2 Hitta alla féltlinjer till vektorféltet (gravitationsfiltet) A = — T
Lésn. Observera att definitionsméngden for filtet dr R? \ O.
Vektorfaltet har inga kritiska punkter. Vi ska soka faltlinjer i sfiriska koor-

dinater. Eftersom
dr  dr do

R 5 . adp
i Er—krae—&—rsm@E(p

har vi d A do d
r . 2
dt 20 Tt a7

Vi tar A = 2 och far
7(‘:_157 9:607 ¥ = ¥o -

Parametern ¢ ligger i intervallet (—oo,0).

1.1 Potentialfaltet
Hir antar vi att vektorfiltet A har en potential,
A=V,

Da kan vi sdga mer om faltlinjerna:

a). Potentialfdlt har aldrig slutna faltlinger. Lat 7(t), ¢t € [a, b], vara en sluten
faltlinje, d.v.s. ¥(a) = 7(b) och

dr _
= AOVOT(D) () #0.



Betrakta funktionen f(¢) = ®(7(¢)). Vi har

df dr

i (t) = Vo = \(t)|VP|*.

=
Detta medfor att

d d
d—J;(t) >0 eller d—j;(t) <0 forallat € [a,b].

Alltsa, f(a) kan inte vara lika med f(b).

b). Féltlinjer av ett potentialfdlt 4r ortogonala mot nivaytor ® = c. Detta
foljer fran ekvationen for faltlinjer

dr
— =AVo
dt
och fran det faktum att V& &r ortogonal mot nivaytor.
Ex. 3 Betrakta aterigen vektorfiltet A = —T% fran Ex. 2. A dr ett poten-

tialfilt och A = V(1/r). Nivaytor till ® = 1/r #r cirklar. Eftersom filtlinjerna
ar ortogonala mot nivaytor ar faltlinjerna 6 = 0y, ¢ = g, r = r (r—kurvor).

1.2 Fler exempel

Ex. 4 Hitta alla faltlinjer till dipolféltet

. 0.

Z:v<—cos€> _ 26059f+lsin9A

r 73 r o2

Lésn. Definitionsmingden dr R3 \ O och det finns inga kritiska punkter.
Alltsa har vi i sfiriska koordinater att

dr 2cosf do )\sine d_np B

— =\, r— = — =
dt 73 dt 73 dt

0. (2)

Vi villjer A = 7%/sin . Observera att fallet § = 0 och § = 7 méaste betraktas
separat. For dessa fall vi far tva faltlinjer 6 =0, r =t ¢t >0och § =7, r =t,
t > 0. Sedan fas (2) till

p=wpo, t=10
och

dr  2cosf

a0~ "sine
Sista ekvationen kan skrivas om som

l1dr 2cosf

rdf  sinf

Detta ar en separabel differentialekvation (se Analys A) och vi har

logr = logsin? 6 + ¢



eller
r=csin?0.

Det &r klart att konstanten ¢ maste vara positiv.
Svar. Faltlinjer ar
©=¢o och r=csin?6, ¢ (0,7),

dér ¢ ar en godtycklig positiv konstant och det finns tva faltlinjer till § = 0 och
6 = 7. Kontrollera att genom varje punkt (# 0) passerar en faltlinje!

Ex. 5 (Tentamen augusti 2000, 6) Hitta faltlinjen till vektorfaltet

A=yt —axg+ 22

som passerar punkten (z,y,z) = (1,0,1). Rékna ut linjeintegralen av vek-
torfaltet z¢ ldngs den del av faltlinjen som har startpunkt i (z,y, 2z) = (1,0, 1)
och slutpunkt i planet z = 1/2.
Lésn. I cylindriska koordinater ér A = —pp+ 22 och ekvationerna for filtlin-
jerna
p=0, o=—-Xp och z=\z.

Vi tar A = —1/p och viljer ¢ som parameter. D& kan faltlinjen skrivas som
p=1, o=¢ och z=e%, —c0<p<oo.

I cylindriska koordinater &r startpunkten (1,0, 1) och slutpunkten &r (1,1n2,1/2).

Linjeintegralen blir
In2 1
e ¥Pdp=—.
| ;

Ex. 6 (En fysikalisk tolkning av rotationen) Betrakta vektorfiltet A = @ x T,
dir @ #r en vektor (# 0) i R3. Observera samt kontrollera att

V xA=2a.

Lat oss hitta alla filtlinjer till vektorfiltet A. Férst viljer vi kartesiska koor-
dinater med 2 som har samma riktningen som a@. Da &r @ = a2, diar a = |a|,
och

A=a2zx7T = a(—yd + z7).
Kritiska punkter for vektorfiltet A &r hela z—axeln. Lat oss hitta filtlinjerna.
Vi har i cylindriska koordinater A = ap@. Sa ekvationerna for filtlinjerna Ar

dp
dt
Vi véljer A = 1/a och ¢ = t. D& har vi att faltlinjerna ar

0, p— =Xap, — =0.

pP=pPo, P=¢, Z=20,

dér pg > 0 och zg ar tva godtyckliga konstanter. Alltsa ser vi att vektorféltet
med rotationen 2a forflyttar en partikel langs cirklar med centrum pa axeln med
riktningen @.



