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16 Area- och volymberidkningar, areor av buk-
tiga ytor

16.1 Nagra areaberdkningar

Exempel 1 (926e) Berikna arean som begrinsas av vy = 1, 2y = 2, y?> = @
och y? = 2z.
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Losning: En mojlighet ér att dela ytan enligt den streckade linjen i figuren
(ty de bada skdrningspunkterna har samma z-koordinat), och integrera varje
del i y-led. Da maste alla skirningspunkter beréknas.

Vi viiljer dock att berikna arean med variabelsubstitutionen

u=zy
v=y '’
som #r framforallt inspirerad av att gridnserna xy = 1, xy = 2 blir enkla: 1 <

u < 2. Valet v = y kan ge ldtta kalkyler.
Vi kan invertera denna substitution, ty kan réikna ut = i u och v. Vi far

r =7 =12 alltsa
r =3
y=v

v
. Da far vi grinserna 1 < v < 2 och v2 = % samt v2 = 2%, dvs Ju <wv < 2.
Denna substitution har funktionaldeterminanten

oz,y)

9(u,v)

1
0 1




Vi far d& arean till

1 2 V2u
//dxdy = // —dudv:/ / —dvdu
v s U
D A
2

€

2
{v-integration} = / [Inv) g_i_“du:/ (In V/2u — In &u)du
1

1

1
{logaritmlagar} = 3 (In2+Inu — Inwu)du

In 2du

{u-integration} =

Svar: Arean &r 1“72

Lésning: Berikna arean av omradet som begrinsas av (12 +y%)? = 22 +3°.

Ekvationen (22 + y?)? = 22 + y? kan skrivas (2% +9%)? — 22 +¢y? = 0, dvs
(2% +y?)(z2 +y?> — 1) = 0. Om (z,y) # 0 kan vi dividera med 22 + 32, s& kvar
ar ekvationen for enhetscirkelnz? 4+ y? — 1 = 0, vars area ir 7.

Svar: 7.

16.2 Nagra volymberikningar

Exempel 2 (927h) Berikna volymen som begrinsas av y = \/x, y = 2,/x och
planen x 4+ z = 6 samt z = 0.



Losning: Hér har vi i zy-planet omradet /z <y < 24/z, som &ven begréinsas
av skiirningen mellan x 4+ z = 6 och z = 0. Den intriiffar i x = 6. Vi integrerar
forst i z-led fran z = 0 till 2 = 6 — x 6ver detta omrade. Sa volymen &r

6 27 6—z
/// dxdydz = / dz/ dy/ dz
D 0 vz 0

6 207
/ dx/ (6 — x)dy
0 vz
6

/ (6 — z)\/xdx

0

{z-integration}

{y-integration}
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{z-integration} = [6- gggﬁ — ggg%}g
2
= 24V6 - = 36v/6
48
= —6.
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Exempel 3 (928a) Berikna volymen av ellipsoiden ﬁ—i + z—z + i—i =1.



En ellipsoid med a =4,b=2,c=1

. . P o 2 2 . 2 2
Lésning: Vi integrerar fran z = —c\/1 - % — % till 2 = (/1 — & — 4%

2 2 . . . .
over omradet £ + Zé_z < 1, dér vi anvinder elliptiska koordinater:

T = arcos ¢
y = brsin g
Inséttning i
22
2=t

ger da
(ar cos 0)? N (br cos 0)?

a? b2
Nu kan a och b forkortas, och vi far » < 1. S att 2—2 — g—j = r2. Denna forenkling
ar podngen med denna transformation, vilken givetvis fangar in problemets

<1

geometri.
Funktionaldeterminanten blir hér
A(z,y) acosp —arsing
A(r,p)  |bsing brcose
abr(cos? ¢ + sin? @)
= abr.
Sa volymen blir dubbelintegral fran undre gréns (—cy/1 — Z—z — 3;—2 = —cr)

till svre (c4/1 — z—; - }é—; =cr):
/// drdydz = /// abrdrdpdz
D E
1 2
= ab/ / (evV1—=12—(—cV1—12))rdrdy
o Jo
2m 1 3
= 2abc/ do[—=(1 —7?)2]}
0 3

2 4
= —abc-27-1= ?ﬂ-abc.
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Volymen av ellipsoiden &r 4?ﬂabc. Om a = b = ¢ = R har vi en sfiir, och far da
%’TR:)’. Det dr den kinda formeln for volymen av en sfir med radie R.

Svar: Ellipsens volym &r 4?”abc.

16.3 Arean av en buktig yta

En yta i R? #r reguljéir som den kan parametriseras av parametrar (u,v), dir
a<u<bochc<v<d:

z = z(u,v)
r: oy =y(uv)
z = z(u,v)

och dir ), = (!, (u,v), Y, (1 v), 7, (u,v)) och ¥, = (&, (u,v), ¥ (u,0), 2, (u, v))
dr kontinuerliga och normalen
n=r, xr, #0
overallt.
Vi vet att |r),|Au &r approximativt baglingden for ett intervall av lingd

Au ( f; |r! |du &r kuvans langd), och pd motsvarande séitt for r/,. Nu vet vi att
beloppet av kryssprodukten |a X b| dr arean som spénns av vektorerna a och
b. Det foljer att |r], x r]| arean av det omride pa ytan som motsvaras av
{(u,u + Au) och (v,v + Av)}. Adderas dessa sma areor far vi arean av den
reguljéra ytan:som dubbelintegralen

/ v/, x v/ |dudv
D
dirD={a<u<bec<v<d:}.

Exempel 4 Berikna arean av paraboloiden z = 2 + 9%, z < 1.




Lésning: Med parametrarna z och y har vi parametriseringen r = (z,y, 2+
y?). Sar’ = (1,0,2z) och r, = (0,1,2y). Da &r normalen

r, X1, = (-2, —2y,1)
i en punkt (z,y). Normalens belopp r
v, x )| = [(—2x, =2y, 1)| = /1 + 422 + 42.
Arean fas genom att beridkna dubbelintegralen med poléira koordinater:

// v}, x 1, |dxdy / 1+ 422 + 4y2dxdy
D

D

= // V1 +4r2rdrdy

D
1 2

= / / vV 1+ 4r2rdrdye
o Jo

1 3
= oL ai

™ 3

- 21—,

Svar: Paraboloidens area #r %(5% —1).
Exempel 5 Berdkna arean av ett klot med radie R.

Losning: Vi har en parametrisering med sfiriska koordinater, dir r = R
som &r fix:
x = Rsinfcosp
y = Rsinfsinp
z = Rcosf

Vi far nu genom att derivera sambanden m.a.p. 6 och :
rj, = (Rcosf cos p, R cos 0 sin o, —Rsin )

[loch
r;, = (—Rsinfsin ¢, Rsinf cos ¢, 0).

Normalen &r kryssprodukten av dessa vektorer:

ry xr, = (Rcosfcosyp, Rcosfsingp, —Rsinf) x
(—Rsinfsin ¢, Rsin 6 cos ¢, 0)

= (R?sin?#0 cos p, R*sin? fsin ¢, R? cos 0 sin 0 cos® p + R? cos fsin O sin? )



vars belopp &r

| (R%sin? 6 cos ¢, R? sin? § sin ¢, R? cos fsin § cos® ¢ + R cos fsin  sin? ) |

= R? \/sin4 6 cos? ¢ + sin* fsin? ¢ + (cos 0 sin @ cos? ¢ + cos  sin O sin? )2

= R*V/sin?6 + cos? fsin® 6 = {trig. ettan igen}
= R®Vsin®60 = R’sin6.

Alltsa blir klotets area

//|r; x 1y ldedy = // R?sin 0dOd
b b

= R*[—cosf]j2m
= 4nR%

Svar: Klotets area ér 47 R2.

Klotets area ér relaterad till begreppet rymdvinkel. Som bekant ér vinkelmat-
tet radian definierad som lingden av den bage av enhetscirkeln som svarar mot
vinkeln. Maximal vinkel &r 27 pa grund av att hela enhetscirkelns baglingd
(cirkelns omkrets) dr 27 — radien &r 1. Mattet av en rymdvinkel dr pa liknande
sitt arean av en viss méngd pa enhetsklotet (R = 1), s& maximal rymdvinkel
ar 4m.

Man kan siga att den vinkel som en mingd M upptar fran origo kan fas

genom att projicera méngden péa enhetscirkeln, varje (z,y) € M skickas pa
(z.y)
[(z,y)] e
méta lingden av kurvan som den projicerade méngen upptar.
Pa analogt sdtt upptar en méangd M i rummet en rymdvinkel som dr arean

av méingden projicerad pé enhetsklotet med avbildningen (z,y, z) — |§;Zz;‘

, som har belopp 1 och alltsa ligger pa enhetscirkeln, och dérefter kan vi

Exempel 6 Berikna arcan av konen z = a/22 +y2, 0 < 2 < b.



Losning: Hér ér alltsd konens lutning o (lutningsvinkeln &r tana) och
hojden ér b. Konen parametriseras enklast med cylindriska koordinater, da z =

av/22 +y? blir z = ar :

T =TCoSp
Yy =rsing
z=ar

med parameterintervallen 0 < r < % (ty 2 = boch z = ar ger r = g) och
0< o <2r. Vi far
r. = (cos ¢, sin p, a)

och
r,, = (—rsing,rcosp,0),
och
r.xr, = (cosp,sing,a)x (—rsinep,rcosp,0)
= (0 —arcosp,0— arsinp,rcos® @ + rsin? @)
{trig. etta} = r(—acosp,—asinp,1).

Beloppet av denna vektor &r

. x| = r\/a20082g0+a231n2g0+1
= rva*+ 1

Nu har vi allt vi behover i integralen / |, x ry|dzdy, som &r arean. Vi

far konens area:

|
e
(V)
+
—_
Stle
[\
3

b 2m
/ rv a? + ldrdp
o Jo



Speciellt, om a = b = 1 &r alltsé konens area /2.

Area = 2. Area = /2. Area = T.

. 2
Svar: Konens area ér m4/b% + 2—2

Exempel 7 Berikna arean av spiralytan (vcosv,usinv,v), 0 <u <1,0 <v <
2.

Spiralytan (ucosv, usinv,v). Samma yta fran annan vinkel.

Losning: Hér har vi redan en parametrisering, (ucos v, usinv,v), si vi kan
O T set s . / /
genast paborja berdkningen av |r), X r|

r,, = (cosv,sinv,0)

och
r,, = (—usinv,ucosv, 1),
och
r, xr (cosv,sinv,0) X (—usinv,ucosvl)
= (sinv —0,0 — cosv,ucos? v + usin® v)
{trig. etta} = (sinwv,—cosv,u).

Beloppet av denna vektor &r

¥ xr| = +sin?v+ cos?v+ u2

= Vu‘+1.



Sa arean av spiralytan &dr

1 p2n 1
/ u? + ldudv = 277/ Vu?Z + 1du
o Jo 0

1
U
artialintegration} = 2rnfuvu2 + 1]} — 277/ —du
{p 123 } [ }0 0 \/U2—+1
1,2
1-1
{division} = 2mv2—2r ; %du

{uppdelning} = 27v2—2n( / Vu2+ ldu — / \/u2—
= 2mV/2— 277(/ Vu? 4 1du — In(1 + v/2).
0

I sista steget anvéinde vi standardintegralen [ ﬁdu =In(u+vu?+1)+C.
Vi fick tillbaka samma integral med ombytt tecken, s& om vi flyttar éver den
till véinster sida har vi

1 1
271'/ \/u2—|—1du—|—27r/ Vu? 4 1du = 27v2 + 2 In(1 + V/2).
0 0

Saledes dr arean
1
277/ Vu2 + 1du = 7v2 + 7ln(1 + V2).
0
Svar: Spiralytans area dr 7(v/2 + In(1 + v/2)).

16.4 Arean av en funktionsgraf

Grafen till en funktion av tvi variabler f(z,y) har en naturlig parametrisering:

Tr=1u
y=v
z = f(u,v).
Da far vi
W= (1,0, f,)
och
I'{U - (Ovlafll))v
Sa
I';. X I';) = (1;07f1;) X (Ovlafllj)
= (_févf:ul)

Saledes har vi om vi byter tillbaka fran u och v till x och y:
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Sats 8 Arean av grafen till f(z,y) da (z,y) € D C R? dr

[ VT

Formeln kan jimféras med baglingden av en funktion f(z) frén z = a till
x = b, som #r f; V 22+ 1de.

Exempel 9 (932i) Berikna arean av den hyperboliska paraboloiden z = xy dd
D= {2? +y? <1}

Graf till f(z,y) = 2y da 22 +y* < 1.
Losning: Vi har hér

/

z, = yoch
Iy

Y} / / \/ [ + f[? 4 1dzdy blir integralen
D

/ Va2 +y? + ldzdy.

D

z,

Polira koordinater ger

1 27\' 1
/ / V24 rdrdy = 27[=(r® 4 1)

o Jo 3
= %”(Ni —1).

Nlw

Jo

Svar: Arean av z = zy da D = {a? + y* < 1} ar 2F(2v2 - 1).
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