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2 Linjar algebra

1949 forsokte professorn Wassily Leontief (Harvard) att testa sin matematiska modell for
den amerikanska ekonomin. Han anvinde sig av universitets mest kraftfulla dator Mark II och
matade in data i form av halkort. Informationen pé korten representerade en sammanstéllning
av mer dn 250000 olika statistiska data. Leontief hade delat in den amerikanska ekonomin i
500 olika sektorer - kolindustrin, bilindustrin, kommunikationer etc. Varje sektor modellerades
med en linjar ekvation som beskrev hur den sektorn samverkade med de 6vriga 499 sektorerna.
Dessvarre kunde inte Mark II hantera det ekvationssystem som blev resultatet, systemet hade
500 ekvationer och lika manga variabler vilket var en omdjlig uppgift fér denna dator. Leontief
tvingades darfor att férenkla sin modell till att omfatta 42 ekvationer i lika manga variabler.
Det tog anda 56 timmar innan datorn kunde presentera en losning.

Leontief fick 1973 Nobelpriset i ekonomi for sina matematiska modeller och han var en de
forsta som utforskade tillimpningar av det som vi idag kallar linjér algebra.

I takt med datorutvecklingen har denna matematik blivit allt viktigare och idag resulterar sa
gott som varje matematisk modell i ett linjart ekvationssystem i slutdndan. Dagens datorer
har naturligtvis inte samma begrénsningar som 1949 - vi kan nu hantera ekvationssystem med
tusentals ekvationer och obekanta. Nagra exempel pa tillimpningsomraden foljer nedan.

e Den s.k. minsta kvadratmetoden ar en av de mest anvinda berdkningsalgoritmerna som
existerar. I korthet sa gar den ut pé att finna den “bésta” 16sningen till ett 6verbestdmt
linjért ekvationssystem. T.ex. s& kan man finna den “bésta” linjdra modellen fér en
dataméngd som kommer fran en serie experiment.

e Fran den dataméngd som erhalls vid moderna rontgenmetoder sasom t.ex. magnetront-
gen skapas en digital bild av ett tvirsnitt av manniskokroppen. Denna bild konstrueras
via analys av ett 6verbestamt linjart ekvationssystem. Minsta kvadratmetoder ar viktiga
har.

e Molekyler (t.ex. ett protein) kan modelleras genom att bryta ned dem i ett &ndligt
antal objekt (atomer) som kopplas ihop via attraherande och repellerande krafter. Pa
samma satt kan t.ex. en bro beskrivas. I bada fallen beskrivs systemets vibrationer
av en differentialekvation p& matrisform. Matrisens egenviarden svarar mot systemets
egenfrekvenser.

e En situation dar vissa egenskaper for en art som &rvs fran generation till generation
kan matematiskt beskrivas med en matrismodell. Liknande modeller som tar hansyn till
olika begrénsande och stimulerande faktorer anvinds for studier av olika populationer.
En fiskodlare eller en skogsforvaltare kan med hjélp av sddana modeller berdkna optimala
nivaer for skord och sadd.

e [ manga sammangang dr det intressant att forstka hitta maximum eller minimum av
en given funktion f(x) under vissa bivillkor g(x)=0. Om f och g &r linjdra funktioner
s& resulterar detta i att 1osa ett linjart ekvationssystem. T.ex. kan man férsdka hitta
den optimala blandningen av komponenter till en produkt, dar proportionerna tillats
att variera inom vissa granser.

e Bild- (t.ex. JPG), video- (t.ex. MPG4) och ljudkomprimeringsalgoritmer (t.ex. MP3)
anvinder Fouriertransformer som &r ett exempel pa linjara avbildningar. Typiskt s&
delas materialet upp i sma delar som sedan representeras som en vektor. Denna vektor
transformeras med en linjir avbildning och man behéller bara den information som &ar
noédvandig for att lura var hjarna
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e Dynamiska processer med forutbestdmda “regler” (som kan bero pa slumpen) kan kallas
for ett spel. Inom spelteorin férsoker man modellera siddana situationer och komma fram
till optimala strategier for varje enskild spelare. I dessa matematiska modeller anvéinds
bl.a. matriser.

e En datorbild kan representeras som en vektor dér varje element svarar mot en pixel. I en
flygsimulator eller i ett datorspel dér man ror sig i en virtuell 3D-vérld (t.ex. det populéra
Counterstrike) kravs det effektiv implementering av bl.a. rotationer och translationer.
Detta utfors med hjilp av matrismultiplikationer.

e Med metoder fran den linjara algebran kan man analysera nétverk av olika slag. Matriser
representerar relationer mellan objekten i nétverket. Resultat fran matrisalgebran kan
sedan Overforas pa resultat om objekten i ndtverket. Som exempel kan ndmnas den
sociala strukturen i en grupp, planering av flygstréckor och analys av olika monster i ett
riksdagsval.

e Om man vill konstruera t.ex. en bil ritar man en modell av bilen i en dator. Dar inter-
poleras vissa givna punkter med glatta kurvor (s.k. splines). For att bestdmma dessa
kurvors matematiska former 16ser man linjira ekvationssystem.

e Viderstatistik kan anvidndas for att uppskatta sannolikheten att det snéar en viss dag
beroende pa om det snéade eller inte dagen innan. Mer generellt sa kan man ténka sig ett
system som gar fran ett tillstand till ett annat med viss sannolikhet. Saddana processer
- Markovprocesser - hanteras med hjalp av matriser.

e Kodning anvinds for att bl.a. felkorrigera meddelanden. Kryptering anvéands for att sak-
ert overfora kinslig information och har blivit allt viktigare i samband med teknikutveck-
lingen. I bada fallen omformas data till kodad/krypterad data for att darefter aterskapas
till originaldata igen. Det finns manga olika system som anvéander sig av matrismetoder
for att astadkomma detta.

e Teorin for dynamiska system behandlar iterationer av avbildningar eller 16sningar till
differentialekvationer. Man far en avbildning 7T'(¢) vars linjarisering &r en matris. Om
det storsta egenvirdet till denna matris vaxer exponentiellt sa har systemet ett kaotiskt
uppforande (Exempel pa dynamiska system &r vart solsystem, partiklar i en vétska/gas,
elektroner i ett plasma etc.)

Nedan presenteras nu nagra enkla exempel dér metoder fran den linjéra algebran anvinds, i
vissa exempel kombinerat med matematisk analys.
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2.1 Kemisk balans
Brinnande propangas

Kemiska ekvationer beskriver hur kvantiteter av olika &mnen produceras och konsumeras
genom kemiska reaktioner. T.ex. nir propangas brinner, reagerar propan (CsHg) med syre
(O2) och bildar da koldioxid (CO3) och vatten (H20), enligt en ekvation som har féljande
form;

(:Cl)C3H8 + ($2)OQ — ($3)COQ + ($4)H20 .

For att “balansera’” denna ekvation maste en kemist finna positiva heltal z1, ..., z4 sddana att
det totala antalet kol-, vite-, och syreatomer pa den vénstra sidan motsvaras av ett lika stort
antal pa den hogra sidan (eftersom inga atomer forsvinner eller tillkommer genom reaktionen).

Kemisk matematik

En systematisk metod for att balansera sadana kemiska ekvationer &r att med hjalp av vektorer
stalla upp en ekvation som beskriver antalet atomer av de grunddmnen som férekommer i
reaktionen. Eftersom den reaktion som beskrivs ovan innehéaller tre olika grunddmnen - kol,
viite och syre - konstruerar vi for varje reagent en vektor i R® som bokfor antalet atomer i
varje ingaende molekyl. Forsta elementet i vektorn ger antalet kolatomer, andra elementet ger
antalet viteatomer och det tredje ger antalet syreatomer enligt féljande monster;

3 0 1 0
CsHg : 8 Oy : 0 COq : 0 H-50 : 2
0 2 2 1
Inséttning av dessa vektorer i ekvationen ovan ger da att heltalen x7 ..., x4 maste uppfylla
3 0 1 0
I 8 + T2 0 = I3 0 + x4 2
0 2 2 1
3 0 1 0 0
T 8 + X9 0 — I3 0 — X4 2 = 0
0 2 2 1 0

vilket ar ekvivalent med det linjira ekvationssystemet

3$1—$3:0
81‘1—21‘420
2$2—2$3—$4:0

Gausselimination ger 16sningarna x; = %t, To = %t, T3 = %t, x4 =t dér t € R ar en parameter.
Villkoret att x1,..., x4 skall vara positiva heltal ar uppfyllt om vi t.ex. véljer ¢ = 4. D4 blir
1 =1,29 = 5,23 = 3 och x4 = 4. Den balanserade kemiska ekvationen blir saledes

C3Hg 4+ 509 — 3CO4 + 4H50 .

Anmdrkning. Den kemiska ekvationen blir balanserad for alla val ¢t = 4n dar n ar ett positivt
heltal men kemister féredrar den ekvation dér koefficienterna ér s smé som méjligt.
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2.2 Elektriska kretsar
Fysikaliska principer

Har skall vi se vad en elektrisk krets kan ha med linjara ekvationssystem att gora. Den enklaste
elektriska kretsen bestar av spanningskéllor och motstand. Spanningskéllorna (t.ex. batterier)
alstrar en strom i kretsen och motstinden (t.ex. glodlampor) begransar strommens storlek.
Strommens flode i en krets bestdms av tre grundlaggande fysikaliska principer.

1. Ohms lag. Om ett motstand i en krets har resistansen R (méts i ohm Q) sa géller
sambandet U = RI, dar U &r spanningsfallet 6ver motstandet (méts i volt V') och I &r
strommen (méts i ampere A).

2. Kirchoffs férsta lag. Summan av ingdende strommar in i en knutpunkt ar lika med
summan av utgaende strommar i samma knutpunkt.

3. Kirchoffs andra lag. Summan av spanningsfallen i en sluten krets &r alltid 0.

Pa med strommen!

Lat oss tillampa dessa lagar for att bestimma strommarna i kretsen nedan.

20 Q 4 5

15 ,

jov —— 20Q 20 Q - 1oV

ls 20 Q
AW

Tillampning av Kirchoffs forsta lag pa de fyra knutpunkterna ger ekvationerna

L=5L+1
Iy =15+ I5
IL+1g=1
I3+ I5 = I
Vidare, s& ger Kirchoffs andra lag tillsammans med Ohms lag pa tva slutna kretsar ekvation-

erna
2015 — 20l =0 och — 10+ 2015 — 201, =0

Vi kan nu sammanfatta ekvationerna ovan som det linjira ekvationssystemet

L—-1I, —1,=0
I3+ 14, —1I;=0
—LH+1Ih+1g=0
I3+ 1 —1Ig=0
2[1—{—2[3:1
—2[2—|—2I5:1

Gausselimination ger sedan I} = Iy =I; =l =1/2 A, I, = I3 =0 A.
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2.3 Djuruppfédning

En djuruppfédare ar intresserad av att veta hur méanga djur han kan sélja arligen utan att
det paverkar hans totala djurpopulation alltfor negativt. Lat oss forsoka konstruera en enkel
matematisk modell for detta d&ndamal.

Om vi antar att djuren blir kénsmogna efter 1 ar och reproducerar sig dérefter sa &r det
intressant att veta dels hur manga ungdjur (icke konsmogna) som finns och dels hur manga
vuxna djur (kdnsmogna) som finns. Lat dérfor vy och vy beteckna antalet ungdjur resp. vuxna
djur i djuruppfédarens ago ar k.

Vi antar nu att reproduktionshastigheten beskrivs av en parameter f, dvs. vi antar att fran vy
vuxna djur far vi ett tillskott av f-vp ungdjur aret déarpa. I samma anda sa antar vi vidare att
av up ungdjur och v vuxna djur sa avlider d, - uy resp. d, - v av dessa under aret. Slutligen
antar vi att uppfodaren séljer en andel s av de vuxna djuren arligen, dvs. fran v, vuxna djur
siljs s - v.

Sammantaget kan vi nu skriva ned ett samband mellan populationen ug, v ar k och popula-
tionen wugy1,vka1 ar k + 1 enligt foljande.

{ U1 = fog oller { U1 = fog
Vi1 = Uk + Uk — dyup — dyUp — Suj Vg1 = (1 = dy)ug + (1 — dyy — s)vg

Om vi nu definierar

o w _ _ 0 f
Xk_<vk >,/<:—O,1,2,... , OChA_((l—du) (1—dv—8)>

s& kan ekvationerna formuleras som det eleganta matrissambandet

Xpi1 = AXy, k=0,1,2,...

Differensekvationer
Ett matrissamband av typen
Xpr1=AXg, £E=0,1,2,...

ar ett exempel pa ett dynamiskt system som har formen av en s.k. differensekvation. En
16sning utgors av den foljd av vektorer Xy, X1, Xo,... som &r relaterade till varandra enligt
differensekvation Xy, = AXj. Dylika differensekvationer upptrider naturligt i manga linjira
modeller och intressanta fragestéllningar &ar t.ex.

1. For ett givet begynnelsetillstand X, finns det en vektor X* sadan att klim X, = X*?
— 00

2. Om vi kan visa att gransviardet X* existerar, kan vi d& ocksa berdkna X*7

3. For ett givet begynnelsetillstand Xy, kan vi hitta en formel som later oss berdkna Xj
uttryckt i Xy?

4. Givet en vektor Y, kan vi bestdmma X s att X, = Y7

5. Givet en vektor X*, kan vi bestamma X s att klim X, =X

—0Q0
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En 16sningsmetod

Om begynnelsetillstandet Xy ar kéint s& kan man berdkna X7, Xo,... enligt

X, = AX,
Xy = AX, = A%X,
Xy =AXy = A2X, = A3X,

X, =AFXy, k=1,2,...

Alltsa har vi en l6sningsformel Xj, = A*X{ dvs. vi har i princip besvarat fraga nummer 3
ovan. Problemet med denna formel &r att vi maste beriikna (stora) potenser av en matris, A*
och det innebér mycket arbete. De 6vriga fragorna dr ocksa ganska komplicerade att besvara
enbart med denna formel. Kan vi méjligen hitta en mer explicit formel? Ja ibland gar det,
t.ex. om vi antar att matrisen A ar diagonaliserbar. D& kan vi skriva

A=8DS!

dér D ar den diagonalmatris som har egenvérdena till A som diagonalelement och S &r den
matris som har motsvarande egenvektorer som kolonner. Férdelen ar att nu blir det enkelt att
berdkna AF;

AF = (SDS Y = 8DS~'sDS!...SDS 1SDS™t = SpDkS!

dvs. vi behover bara kunna beridkna stora potenser av D. Men detta &r enkelt eftersom D &r
en diagonalmatris! T.ex. om (i 2 x 2—fallet)

Al 0 Ak M0
D= 4 ar DV = .
( 0 A > sa ot ( 0 A
Vi kan dven besvara de tva forsta fragorna nu; gransvektorn X* existerar om och endast om

klim DF existerar dvs. om och endast om |A;| < 1 och |Ag| < 1.
— 0

Ater till farmen

Lat oss nu forsoka anvinda djuruppféodarens modell till att bestdmma andelen vuxna djur s
som skall séljas pa ett sadant satt att populationen varken dor ut eller vixer utan 6vre grans.
Vi antar att f = 0.9, d,, = 0.1 samt att d, = 0.2. Da &r X}, = A* X, dar

0 09
A‘<0.9 0.8—5)'

Observera att denna matris dr symmetrisk och dédrmed diagonaliserbar. Lat oss kalla egen-
virdena till A for A; och A2 och samtidigt anta att |A;| > |A\a|. Da géller (enligt diskussionen
ovan) att om |A;| < 1 sa4 kommer populationen att do ut, dvs.

xi- ()

Om |A;| > 1 s& medfor det med ett liknande argument att

- (3)
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dvs. populationen vixer obegransat. Alltsa vill vi bestdmma andelen salda djur s sa att
|A1] = 1. Det karakteristiska polynomet till A ges av

p(\) = det(A — AI) = \* — (0.8 —s)A — 0.81.

Eftersom p(1) = s—0.61 s& kan vi vélja s = 0.61 och darmed fa \; = 1 och Ay = —0.81. Alltsa
kan djuruppfodaren séilja 61% av de vuxna djuren utan att populationen riskerar att doé ut
eller att population vixer okontrollerat. Med denna forséljningsandel kommer populationen
att nidrma sig ett jamnviktsfordelning dar det gar 9 ungdjur for varje 10 vuxna djur, dvs.

U 9
m — = —.
k—o0 VL 10

Fér att visa detta diagonaliserar vi A. Man far A = SDS™! dar

9 10 1 0
S‘(m —9> OChD_<0 —0.81)'

D4 kan vi enkelt berdkna

Ak — gpkg-1_ ... _ 1 < 81 +100(—0.81)* 90 — 90(—0.81)% >

T 181\ 90— 90(—0.81)F 100 + 81(—0.81)*

s& att med

far vi
lim X, = lim A*X, = klim SD*S1X,
— 00

k—o0 k—o0
i L 81+100(=0.81)% 90 — 90(—0.81)"* im
k—oo 181 \ 90 —90(—0.81)¥ 100 + 81(—0.81)* vg

1L /81 90 up \ _ 1 [ 8lug+ 90vg
~ 181\ 90 100 vo ) 181 \ 90ug + 100vg

Alltsa galler att X — X™* dar
Y u*\ _ 1 [ 8lug+90vg
S\ v* ) 181\ 90ug + 100vg

uw*  8lug +90vg  9(9ug + 10vp) 9

v*  90ug + 100vy  10(9ug + 10vg) 10

och

vilket bevisar pastaendet ovan.



Nagra exempel sid. 26 av 36

2.4 Google och egenvektorer

Alla inser idag betydelsen av att ha tillgang till en bra s6kmetod for att hitta websidor. Nar
vi soker efter en websida vill vi fa tréffar som &r relevanta for vart sékord. Vad betyder detta?
Naturligtvis maste websidan pa nagot sétt innehalla vart sékord men om det &r manga sidor
som gor det, hur skall vi gradera dem? I ett tidigt skede sa rdknade sckmotorerna helt enkelt
bara hur manga ganger det aktuella sokordet forekommer, men denna metod ger ofta mycket
daliga resultat. Vi vill pa nagot sitt kunna avgora hur pass viktig en websida &r. En idé &r
att berdakna hur ménga andra websidor som lénkar till den aktuella websidan, men denna
metod missar manga sidor som kan vara valdigt viktiga utan att for den skull ha ett stort
antal lankar till sig. En mer sofistikerad variant av denna idé anviands av sckmotorn Google
(www.google.se). Google méter graden av viktighet genom att anvinda ett system som kallas
for PageRank och utvecklades av grundarna till Google. Pa googles hemsida kan man ldsa att

PageRank relies on the uniquely democratic nature of the web by using its
vast link structure as an indicator of an individual page’s value. In essence, Google
interprets a link from page A to page B as a vote, by page A, for page B. But,
Google looks at more than the sheer volume of votes, or links a page receives; it
also analyzes the page that casts the vote. Votes cast by pages that are themselves
“important” weigh more heavily and help to make other pages “important.”

Lite 16st kan man alltsa saga att en websida ar viktig om andra viktiga websidor har lankar till
den. Detta later som en cirkeldefinition men 1at oss forsoka se vad denna tanke kan anviandas
till.

Viktade viktigheter

Antag att vi numrerar alla websidor fran 1 till n och later later xj vara ett matt pa hur pass
viktig websida nummer k &r. Tanken med PageRank ovan dr da att talet xj &r proportionellt
mot summan av alla x; sddana att sida ¢ har en ldnk till sida k. Alltsa har vi ett system av
ekvationer som kan se ut ungefiar som

x1 = a(z23 + 341 + Tas25)
xo = o3 + T634 + T346347 + T3286352)

Detta ar ett (gigantiskt) linjart ekvationssystem! Lat nu

T

T
och definiera A = (a;;) som den n x n—matris som uppfyller att

0 — 1 om sida ¢ lankar till sida j
Y71 0 annars

Da kan ekvationssystemet ovan skrivas som
X =aAX

dvs. ekvationerna beskriver ett egenvirdesproblem! Vektorn X som vi vill ta reda pa &r tydligen
en egenvektor till matrisen A horande till egenvirdet A = 1/a. For att berdkna X kan man
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ta reda pa samtliga egenvektorer till A och sedan vélja X som en egenvektor med enbart
positiva element. Om vi har berdknat X s& ar det sedan latt att rangordna websidorna i fraga
om viktighet; den viktigaste websidan ar den sida k som hor ihop med det storsta talet xy i
vektorn X. Pa sa sétt kan Google ordna sidorna vid en s6kning sé att den som letar far hjalp
med att rangordna sidorna och darmed sparar tid.

Ar HV bist?

Denna idé for att rangordna objekt med hjilp av egenvektorer gar tillbaka till 50-talet och
har fatt allt storre betydelse i takt med den 6kade graden av webapplikationer. Det finns dock
manga andra situationer dar det kan vara intressant att gora en “intelligent” ranking enligt
metoden ovan. Ta t.ex. en turnering dar ett antal lag har mott varandra ett antal ganger. Om
x) ar styrkan hos lag k och om vi antar att styrkan hos ett lag k ar proportionellt mot styrkan
i de lag som lag k har besegrat sa aterfar vi ett ekvationssystem av formen

X =aAX

dér A = (ai;) och a;; ar antalet ganger som lag i besegrat lag j. Lat oss ta ett litet exempel.
Antag att vi har 5 lag som har kdmpat i en serie dér alla mott varandra tva ganger - en
hemmamatch och en bortamatch. Matrisen A fick d& foljande utseende;

0 2001
001 21
A=121 0 0 0
20 2 01
11210

Hér ser vi t.ex. att lag 1 har vunnit tva ganger mot lag 2 och 1 géng mot lag 5 osv. Berdkning
av egenvektorerna till A ger att
0.38
0.49
X =1 032
0.50
0.52

Alltsé ar lag 5 det lag som rankas hogst och darefter foljer i fallande ordning lag 4, lag 2, lag
1 och sist lag 3. Observera att bade lag 5 och lag 4 vunnit lika manga matcher, men lag 5
har vunnit mot starkare lag jamfort med lag 4. Likasa har lag 1 och lag 3 vunnit lika manga
matcher men eftersom lag 1 vann en match mot vinnaren lag 5 sa rankas lag 1 hogre.
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2.5 Designerkurvor

Nér en designer arbetar med ett CAD-program &r en metod att ge som indata ett antal
punkter, s.k. definitionspunkter och sedan lata programmet berdkna och rita ut en kurva som
“anpassar sig” till dessa definitionspunkter. Om kurvan passerar genom punkterna s talar
vi om en interpolerande kurva, och annars om en approrimerande kurva. Problemet med att
finna en interpolerande kurva kan enkelt formuleras som att givet definitionspunkterna

(xlayl)v cee (xnayn)

vill vi finna en kurva som passerar genom samtliga n punkter.

Detta ar ett klassiskt problem som &r latt att
16sa; t.ex. kan man alltid finna ett polynom av
grad n — 1 som interpolerar dessa punkter. I
praktiska sammanhang ar detta sdllan gangbart
eftersom om n &r stort sd& kommer kurvan som
bestdms av polynomet att kraftigt oscillera mel- ah : s s : : s ;
lan definitionspunkterna. Istéllet anvidnder man
sig av en styckvis definierad kurva dvs. en kurva
sammansatt av manga delkurvor. Dessa delkur-
vor dr vanligtvis polynom av relativt lag grad
och varje delkurva interpolerar bara ett fatal def-
initionspunkter.

Kubiska splines

Ordet spline ar ett engelskt ord for ett rithjalpmedel som bestar av en tunn, flexibel traremsa.
Den anvinds som en typ av interpolerande linjal genom att fixera den med ett antal stod i
definitionspunkterna som gor det mojligt att rita en kurva som passerar genom dessa punkter.
Vi vill nu skapa en matematisk motsvarighet till denna spline. Vi antar for enkelhets skull att
interpolationspunkterna ar jamnt fordelade i x—led , dvs. vi antar att

CEi—xi,l:h, izl,...,n.

Lat y = S(x) vara den interpolerande kurva vi soker, definierad for = € [z1, z,]. Vi vill att den-

na kurva skall beskriva splinelinjalens deformation, nér definitionspunkterna ar (z1,41), ..., (Tn, Yn)-
Om vi ser linjalen som en punktbelastad balk séa far vi enligt hallfasthetsldrans ekvationer vil-
lkoret att fjarde derivatan av S(z) &r noll mellan interpolationspunkterna, dvs.

SW(z)=0, forx ez, ], i=1,...,n

For smé bojningar sidger ocksd denna hallfasthetslira att S(z) méaste ha tva kontinuerliga
derivator, dvs. S(z), S’(z) och S”(z) méaste vara kontinuerliga for x € [z1,z,]. Det ar det
sista villkoret, att S”(z) dr kontinuerlig som gor att vi uppfattar kurvan som “jamn” dvs. vi
uppfattar den som en hel kurva utan skarpa kanter nagonstans. Matematiskt s& sdger man
att kurvan har en kontinuerlig krékning. Detta ar ett minikrav men det récker langt eftersom
vi klarar av att se diskontinuiteter i krokningen, dvs. i S”(z), men diskontinuiteter i hogre
ordningens derivator méarker vi inte med blotta 6gat.

Eftersom S (x) = 0, i varje delintervall Jz;, z;_1[ sa finner vi efter fyra integrationer att S(z)
maste vara ett tredjegradspolynom péa varje delintervall. Harifran kommer alltsd bendmningen
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kubiska splines for sadana kurvor. Foéljaktligen kan vi skriva
Si(z), 1 <z <>y
Sa(z), 29 << a3
S(a) = (x)

Sn—l(x)7 Tp—1 <2 <2y

dér Si(x), Sa(z),...,Sn—1(x) &r kubiska polynom definierade pa respektive delintervall.

Berikning av koefficienterna
Om vi (for att forenkla de kommande berdkningarna) skriver de kubiska polynomen som
Si(x) = ai(x — )’ + bi(w —2:)* + ci(e —m) +di, i=1,...,n—1

s& har vi att bestdmma de 4n — 4 koefficienterna a;, b;, ¢;,d; fori =1,...,n— 1.
Foljande villkor maste vara uppfyllda.

1. S(z) skall interpolera definitionspunkterna (x;,v;), i = 1,...,n, dvs. S(x;) = y;, i =
1,...,n.

2. S(z) ar kontinuerlig pa [z1,zy], dvs. Si—1(x;) = Si(z;), i =2,...,n— 1L
3. §'(x) &r kontinuerlig pa [z1,zy], dvs. S!_(z;) = Si(z;), i =2,...,n— 1.
4. S§"(x) ar kontinuerlig pa [z, xy], dvs. S/ | (x;) = S/ (2;),i=2,...,n— L

Dessa totalt 4n—6 villkor ger upphov till lika manga ekvationer, alltsa saknas det tva ekvationer
men vi aterkommer till detta. Om man genomfor berdkningarna sa kan resultatet skrivas som

by = 5t

e — Yir1=yi _ (miy1+2mi)h

= TR 6

d; = y;
for ¢« = 1,...,n — 1. Har 4&r h = x; — x;_1 och vi har uttryckt koefficienterna med hjélp
av kvantiteterna m; = S/(z;), i = 1,...,n som entydigt bestammer vara kubiska splines.

Villkoren ovan ger upphov till féljande ekvationer

my + 4mg 4+ mg = 6(y1 — 2y2 + y3)/h*
ma + 4ms + ma = 6(ys — 2y3 + ya) /h?

Mp—2 +4my_1 +my, = 6(%—2 - 2yn—l + yn)/h2

Detta ar ett linjart ekvationssystem med n — 2 ekvationer och n obekanta. Precis som vi
observerade tidigare sa saknar vi tva ekvationer for att entydigt bestdmma de obekanta
mi,..., my. Skilet &r helt enkelt att det finns oéndligt manga kubiska splines som uppfyller
kraven ovan. For att véilja en av dessa mojliga splines maste vi tillféra villkor i &ndpunkterna
(x1,y1) och (z,,yn). Det finns manga olika sétt att gora detta pa, en vanlig variant ar att
man kraver att andraderivatorna i &ndpunkterna &r noll, dvs. vi sédtter m; = m,, = 0. Detta
resulterar da i det kvadratiska ekvationssystemet
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Y1 — Y2+ ys3
4 1 0 0 00 ma Y2 — 2y3 + Y
1 1 0 00 ms3 6 Y3 — 2ys + ys
: : =2 :
000 1 1 M2 Yn—4 — 2Yn—3 + Yn—2
0 00 1 4 mnp—1 Yn—3 — 2Yn—2 + Yn—1

Yn—2 — 2yn—l + Yn

nu skrivet pa4 matrisform. (Fysikaliskt betyder villkoret m; = m,, = 0 att den elastiska linjalen
fritt far fortsdtta i rata linjer efter &ndpunkterna).

Ogats kinslighet

Lat oss ta ett exempel. I tabellen nedan har man vid ett experiment uppmaétt 6gats spektrala
kinslighet (i enheten lm/W) for ett antal olika vaglangder. For vilken vaglingd &r Ogats
kénslighet som storst?

Kénslighet (Im/W) | 198 649 587 226 82
Vaglangd (nm) 500 540 580 620 660

Alltsa ar (z1,y1) = (500,198), ..., (z5,y5) = (660,82) och h = z; — x;—1 = 40. Med m; =
ms = 0 fas enligt ovan ekvationssystemet

4 10 ma —1.9237
1 41 m3 | = | —1.1212
01 4 my 0.8137

Det foljer att mgo = —0.4207, mg = —0.2411 och m4 = 0.2637 sa att vi kan berékna koeffi-
cienterna till polynomen med hjélp av uttrycken ovan. Var kubiska spline blir

—0.0018(z — 500) + 14.08(z — 500) + 198 , 500 <z <540
S(z) = 0.0007(z — 540)3 — 0.2103(z — 540)? + 5.666(x — 540) + 649 , 540 < x < 600
) 0.0021(z — 600)3 — 0.1205(z — 600)2 — 7.569(x — 600) + 587 , 600 < x < 640
—0.0011(x — 640) 4 0.1319(x — 640)% — 7.116(x — 640) + 226 , 640 < 2 < 680

I figuren till héger plottas métpunkterna och var 700

interpolerande kurva. Vi ser att det finns ett
storsta véirde i intervallet [540,600] och for att
finna detta deriverar vi S(z) och letar efter sta- S(x)

tioniira punkter. Om z € [540,600] sa fas ’ \

600 -

IS
S
S)

S'(x) = 0.0021(2—540)% —0.4206(z—540)+5.666

Kanslighet (Im/W)

@
S
S}

Den rot till ekvationen S’(x) = 0 som ligger i det
aktuella intervallet visar sig vara z* ~ 555 nm.
Ogats maximala ljuskinslighet uppnas alltsa for
vaglangden 550 nm och da &r kdnsligheten

200

100~

0

I I I I I
400 450 500 550 600 650

S(-T*) ~ 689 lm/W Véglangd (nm)

700
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2.6 Temperaturfordelning i en metallskiva

Diskretisering av s.k. kontinuerliga system resulterar ofta i linjira ekvationssystem - vi skall
hér titta lite ndrmare pa ett sddant exemepel. Varmeflodet genom ett 2-dimensionellt objekt,
t.ex en tunn metallskiva, bestdms av virmeledningsekvationen

oT
VT = —.
a ot
Detta ar en s.k. partiell differentialekvation; héar ar temperaturen 7' = T'(z,y,t) en funktion
o*T  9*T
av 3 variabler och V2T = e + R Parametern p adr en vdrmeledningskonstant som &r
£ Yy

materialberoende och héar later vi p = 1. Betrakta nu en kvadratisk tunn metallskiva dér
vi ser till att de fyra kanternas temperaturer fixeras till 10°, 20°, 30° resp. 40°. Vad blir
da temperaturen i en punkt (z,y) inne i skivan? Eftersom systemet strdvar mot jamvikt
sa intréder efter en viss tid en stationdr temperaturfordelning, dvs. T'(x,y,t) = T(x,y) och
virmeledningsekvationen évergar i detta jamviktslige till V2T = 0. Detta dr en extremt viktig
partiell differentialekvation som modellerar alla mojliga fysikaliska fenomen inom omraden
som t.ex. elektromagnetism, hydrodynamik och gravitation. Funktioner som &r 16sningar till
denna ekvation kallas for harmoniska funktioner, och de uppfyller en slags medelvéirdesprincip
- temperaturen i en viss punkt 7'(x,y) méaste vara lika med medelvirdet av temperaturen i
omkringliggande punkter. Om detta inte vore fallet s& skulle vi ha ett virmefléde och ddrmed
inte jaimvikt. Denna egenskap kan visas matematiskt; om V27 = 0 sa far man om h &r ett
litet tal att

T(x,y) ~ (T(:U —hy)+T(x+h,y)+T(x,y—h)+T(z,y + h)) .

1
4
Detta sédger bara att T'(x,y) dr ungefir lika med medelvirdet av temperaturen i de fyra
nérliggande punkterna (x — h,y), (x + h,y), (z,y — h) och (x,y + h).

Lat oss nu forsoka anvan-

20° 20°
da linjar algebra for att nu-
meriskt ta fram virmefordel-
ningen i metallskivan. En
1 2

valdigt enkel modell av situa- 10° 40°
tionen visas i figuren; malet ar
att bestdmma temperaturerna
i punkterna 1 — 4; kalla dessa 4 3 o
.. 10° 40
temperaturer for Ti,...,7T4.
Medelvardesprincipen ger det
linjéara ekvationssystemet

30° 30°
Ty = 2(10 + 20 4+ T» + Ty) 4Ty — Ty — Ty = 30
TQZ%(T1+20+4O+T3) —T1—|-4T2—T3:60
Ty= YT+ Ty +40+30) T\ —Th 14Ty — Ty =170
T4:§(10+T1+T3+30) —Tl—T3—|-4T4:40

Gausselimination ger 71 = 20°, Ty = 27.5°, T3 = 30°, Ty = 22.5°. Nedan visas en plot Gver
temperaturférdelningen i plattan.
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0 0

Anmdrkning. 1 praktiska sammanhang delar man férstas in omradet i ett vildigt finmaskigt
rutnit - ekvationssystemet kan ha tusentals ekvationer och obekanta. Aven for en snabb da-
tor tar det tid att 16sa sddana evationssystem - man utnyttjar darfor mycket sofistikerade
metoder for géra berdkningarna sa snabbt som mojligt. T.ex. s4 kan man observera att vart
ekvationssystem ovan kan skrivas p& formen AX =Y déar

T 30
_ T5 _ 60
X = T, , Y = 70 )
Ty 40
och

4 -1 0 -1

-1 4 -1 0

A= o -1 4 -1

-1 0 -1 4

Vi ser att A &r en symmetrisk matris med vissa diagonala “band” med nollskilda element,
man sager att matrisen ar gles. Detta kan utnyttjas nér man skriver 16sningsalgoritmer till
ekvationen AX =Y.
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2.7 Valmatematik

Antag att vi i ett visst land har tre partier att vilja mellan nér vi rostar - vi representerar
partierna med fargerna bla, r6d och gron. Resultatet fran ett val kan vi da beskriva med en

vektor
b

z=|r
g

dér b, r, g ar andelen som rostade pa det bla, roda resp. grona partiet. T.ex. om

0.35
T = 0.40
0.25

s& betyder det att 35% rostade blatt, 40% rostade rott och slutligen att 25% rostade gront.
Observera att vi har bortser fran blankroster och andra mindre partier vilket far konsekvensen
att b+ r + g = 1. En vektor med denna egenskap kallas ibland fér sannolikhetsvektor.

Markovkedjor

Lat nu xg, x1, x2, . . . vara resultatvektorerna fran ett antal efterféljande val. En intressant fréa-
ga i detta sammanhang &r om det finns nagot samband mellan resultatet fran tva intilliggande
val, dvs. om vi vet xy, sdger detta nagonting om xpy 17

Med avsikt att forsoka besvara denna fra- 0.7 0.8
ga si analyserar vi statistik fran méanga

tidigare val. D4 visar det sig att ca. 70% i 0.2 . m
av de som rostade blatt i ett visst val Bla rost . |Rodrost

— 0.1

ocksa rostade blatt i ndstkommande val, .
20% av dess véljare rostade daremot rott 0.1 0.1
i nidstkommande val medans 10% rostade 0.3 0.3

gront. Vi gor en liknande undersékning for
de tva andra partierna och resultatet re- Gron rost
dovisas i figuren hér intill. Lt
0.4

Med

br.

T = | 7% , k=0,1,2,...
9k

kan vi uttrycka dessa samband som linjéra ekvationer enligt

bp+1 = 0.7b; + 0.1r + 0.39%
rg+1 = 0.2 + 0.8r; + 0.3g%
gk+1 = 0.1b; + 0.1rg + 0.4gy,

eller med matriser xx41 = Pz dar

0.7 0.1 0.3
P=| 02 08 03
0.1 0.1 04

Observera att P ar en matris vars kolonner ar sannolikhetsvektorer. En sddan matris kallas for
en stokastisk matris. Alltsd har vi d& en foljd xg, 1, 29,... av sannolikhetsvektorer samt en
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