Lektion 1, Envariabelanalys den 8 september 1999

1
Visa med gransvirdesdefinitionen att lim — = 0.
r—00 I

Lat oss rita ut alla punkter i talpla-
net som har y-koordinat néra det Y
formodade gransvéirdet 0. Vi far da
en méngd som i figuren till hoger.
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Med 7néra 0" menar vi att et
y-koordinaten ligger mellan —e¢ > T
och ¢, dir € dr nagot litet positivt —el

tal. Det numeriska virdet pa e &r
inte sa viktigt utan det viktiga &r
att vi fixerar nagot e.

Om vi i var figur ocksa ritar in
grafen till funktionen f(z) = 1/x fér z > 0 sa far vi figuren nedan till véinster.
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Vad vi kan lagga miérke till 4r att det finns ett x-virde N sa att for x > N sa
ligger grafen helt inom den grafirgade omgivningen till 0. Matematiskt skulle vi
uttrycka detta som

—e< flx)<e om x > N.

Givetvis beror viardet pa N av hur liten € d&r. Om ¢ véljs mindre &n tidigare sa
blir vi tvungna att vélja det nya N:et storre. Om vi vill vara tydliga ska vi skriva
N = N(e) (N beror av ¢).

Huvudidéen i gransvirdesdefinitionen ar att oavsett hur litet vi véljer e ska det
alltid finnas ett N = N(e) sa att grafen for x > N ligger inom den grafirgade
e-omgivningen till 0.

Om vi ska uttrycka detta i matematiska termer blir detta:

For alla € > 0 maste det finnas N = N(¢) sa att

—e< flx)<e for alla x > N.

I vart exempel dr f(x) = 1/z, sa vi ska alltsa ta fram ett N sa att

1
—€<;<e for alla x > N. (%)

Vi kan alltid anta att N > 0 varfér den vénstra olikheten dr uppfylld. Renodlar
vi fragan blir den: For vilka positiva z &r 1/x < e.
Vi loser denna olikhet genom att forst multiplicera med x

1 <ex,
och multiplicera sedan med 1/¢
1/e <z,

d.v.s. om vi véljer & > 1/e sa #r olikheten (x) uppfylld.
M.a.o0. vi kan vélja N = 1/e. I och med detta har vi visat att lim 1 =0.

r—00

Visa med gransvérdesdefinitionen att limQ(l —(z— 2)3) =1.
ey

Vi gor som i det tidigare exemplet och ritar ut de punkter i talplanet som har
y-koordinat i en omgivning av det formodade griansvirdet 1 (figuren till vénster).
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I denna figur ritar vi ocksa in grafen till funktionen f(z) = 1—(x—2)? (figuren till
hoger). Notera nu att i nirheten av z-viirdet 2 ligger grafen inom den grafirgade
e-omgivningen till y-virdet 1. Genom att vélja ett litet intervall kring x-vardet 2
kan vi fa grafen helt inom den grafirgade e-omgivningen till 1.
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Observera att nér vi siger "kring xz-virdet 2”7 sa menar vi z-virden i nirheten
av 2 men vi utesluter viardet 2. Vi kallar ett sadant intervall, som utesluter
mittpunkten och har lingd 26, fér en punkterad d-omgivning till 2.
Grénsvirdesdefinitionen sédger nu att oavsett hur litet vi viljer ¢ sa ska det
alltid finnas 6 = d(e) > 0 sa att grafen ligger inom den grafargade e-omgivningen
till 1 d& x tillhor den punkterade d-omgivningen till 2.
Mera matematiskt lyder detta:

For alla € > 0 maste det finnas § = d(e) > 0 sa att

l—e<flz)<l+e for alla x # 2 i intervallet (2 — §,2 + 6).

I vart fall ska vi undersoka for vilka z som
l—e<l—(z—-2P<1+e.
Multiplicera med —1
~l+e>-1+(x-2)°>-1-e¢.
Addera 1
e>(r—2)° > —¢.
Tag tredje roten ur

Je>x—2>—e.

Addera 2
24+ Ye>a>2— e
Alltsa kan vi villja 6 = ¥/e.

1
Visa med grénsvéardesdefinitionen att lim ————— = oo.
x—1 (;E —_ 1)2

Vi ritar forst ut de punkter i talplanet med y-koordinat i en omgivning av oo
(figuren till vénster). Med ”en omgivning av 0o” menar vi alla punkter med y-
koordinat storre &n nagot givet tal N. Precis som med € dr N:s numeriska virde
inte sa viktigt.
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I var figur ritar vi nu in grafen till funktionen f(x) = 1/(z—1)? (figuren till hoger).
Kring z-vérdet 1 ligger grafen inom den grafargade omgivningen av oo, d.v.s. det
finns en punkterad J-omgivning till 1 dér grafen helt tillhér omgivningen av oo.




Gréansvirdesdefinitionen séger nu att oavsett hur vi viiljer omgivningen av oo,
d.v.s. hur stor vi véljer NV, ska det alltid finnas ett § = 6(IN) > 0 sa att grafen
pa en punkterad d-omgivning till 1 tillhér omgivningen av co. Den matematiska
formuleringen blir:

For alla N maste det finnas 6 = §(IN) > 0 sa att
f(z) >N for alla x # 1 1 intervallet (1 —§,1 4+ 6).

Vi ska alltsa undersoka for vilka x som

1
— > N.
(z —1)2
Multiplicera bada led med (x — 1)? (som é&r icke-negativ) och dela med N,
1
Ta kvadratrot
1 1
——=<r-1< —==

VN N
Addera 1

1 1
l-—=<z<1l+ —.
VN VN

Alltsa kan vi vilja 6 =

5

2

eller forklara varfor gransvirdet inte existerar.

1.2.10 Bestam lim ¢
t——44

Vi anvénder ridknereglerna for griansvirden och far

i 2
. t2 tLHIj4t (—4)?
t——44 —t thm4(4 —t) 4—(-4)

Egentligen kan vi inte vara sikra pa den forsta likheten innan vi vet att lim¢2
och lim(4 — t) existerar, och att lim(4 — ¢) # 0. Rent logiskt borde vi alltsa
forst rdkna ut dessa griansviirden och dérefter gora utridkningen (x). Man brukar
i vanliga fall inte vara sa strikt utan undviker gidrna denna dubbelskrivning av
samma utrdkningar.

22 —6x+9

1.2.13 Bestidm lir% 5 eller forklara varfor gransvirdet inte existerar.
T— T —

Om vi blint anvénder riknereglerna for gransviarden far vi

lim(z2—-9) 0

r—3

: 2
22— 6py9 Mm@ —6r+9)
lim 5 =
r—3 xre — 9

Ovanstaende utrdkning &r inte korrekt eftersom vi far 0 i nimnaren och da géller
inte gransvardesregeln om kvoter.

Vi maste istéallet skriva om griansvardesuttrycket till en form déar vi kan anvinda
vara riakneregler. I detta fall faktoriserar vi téljare och ndmnare, och férkortar
bort den gemensamma faktorn.

2 —6e+9 . (-3(x—-3) . «-3 m@-3)
lim = lim = lim = = =-=0.
z—3  x2-—9 e—3 (x —3)(x+3) =+—32+3 hr%(x—&—?)) 6

r—

eller forklara varfor gréansvirdet inte existerar.

Vvi+h—2
h

1.2.18 Bestam lim
h—0

Med inspektion ser vi direkt att bade téiljare och ndmnare gar mot noll da h — 0.
Genom att forlinga med téljarens konjugat far vi bort kvadratrotsuttrycket i



taljaren i utbyte mot ett harmlost konjugatuttryck i ndmnaren.

. Vi+h—-2  (V4+h-2)(V4+h+2)
lim— = 1i
h—0 h h—0 h(vV4+h+2)
. h+4—4
=lim —u——
h—0 h(v/4+ h +2)

1
lim —— =1/4
h—0 /h + 4 42 /

|3z — 1| — |3z + 1]
x

eller forklara varfor gransvirdet inte existerar.

1.2.36 Bestam lir%

Nér z — 0 gar téljare och ndmnare mot 0. Vi forlinger med téljarens konjugat
for att fa bort beloppstecknen i differensuttrycket uppe i téljaren.

(132 — 1| = [3z 4+ 1]) (|32 — 1] + |3z + 1])
z([3z — 1| + |3z + 1])

i (922 — 62 + 1) — (922 + 62 + 1)

2=0 (|32 — 1| + |3z + 1])  2—0 z(|3z — 1| + |3z + 1])

, —12z , —12

lim = lim =

=0 z(|3z — 1|+ [3z + 1])  2—0 |3z — 1| + [3z + 1]

3x—1|—13 1
lim‘x [ =132+ |:hm

z—0 x x—0

3 =112 =3z +1)? i
=1

—6

2 J—
1.3.4% Berikna lim = 2

z—00 T — T2’

Genom att forlinga téljare och nimnare med 1/x? far vi ett uttryck dér vi kan

anvinda griansvirdesriknereglerna.
229 1-2/22 lim (1 —2/22)

= 1‘ f— :—:—1
wovo 1z —1  lim (1Jz—1) -1

lim
r—o0 I — sz

2 .
1.3.6 Berikna lim Tﬂ
z—o0 T* + COST

Vi forlinger tiljare och ndmnare med 1/z2 och anviinder grinsvirdesriknereg-
lerna.

. M sin T
. 2% 4sing 1+ =5° 1+x1520 a?
llm 2 = 1111 COS T = : COS T
z—oo T2 4+ cosx  x—oo 1 4 BT 1+ lim <%
xT T—00 xr

De aterstaende griansvardesuttrycken berdknar vi med instdngningsprincipen.

-1 < sinx < 1 N . sinx == 0
— — im = lim — =
1'2 - 172 - 1’2 Tr—00 [EQ T—00 1‘2

-1 Ccos T 1 . cosT ==
—<—5 <=5 = lim = lim — = 0
x T €T Tr— 00 €T r—0o0 U

Dérmed ar

x? +sinx
m -5
T—00 T + COS T



1.3.8 Beriikna lim — 22—

oo \/3x2 fx+1

Vi forldnger med 1/x

20 —1 2—-1
b L, 2Us g
r—oo/3p2 o+ 1 zooe \Br? f a4 1
2-1 2-1
— lim /T _ [z

——~— = lim .

—00 /3x2+2x+1 =00 \/34+1/x 4+ 1/22
x

For att komma vidare behover vi foljande rakneregel

lim+/f(z) = \/lim f(z).

Gransvirdet blir

lim (2 — 1/x) 2
ViIm@B+1/z +1/22) V3

1.3.13 Berikna grinsvirdet lim
z—3" — T

Vi anvénder grinsvirdesrdknereglerna

I 1 1 1 i
1m = = — = .
z2—3-3—2 33— lim =z ot 0

r—3~

1.3.36 Vilka &ar de horisontella och vertikala asymptoterna till

_ 2x—5
Y= Bzt

De horisontella och vertikala asymptoterna bestdms av

1. Om hIE y(x) = b da &r y = b en horisontell asymptot.

2. Om lim y(x)=cda dr y = c en horisontell asymptot.

r——00

3. Om lim y(z) = +o00 da &r 2 = a en vertikal asymptot.

Vi undersoker dessa fall
2z -5 . 2—-5/x 2

1. lim = lim = -
g—+o0 3x 4+ 2 a—+03+4+2/x 3
2 — 5 2-5/x 2
2. lim ———= lim ——— =—-
t—oo 3z —2  a—oee —3-2/z 3
3. Namnaren blir 0 da = —2/3. Téljaren &r dr da negativ. Alltsa dr
lim y(z)=—oc0
——2/3

Alltsa & y = —2/3 och y = 2/3 horisontella asymptoter, och x = —2/3 ir en

vertikal asymptot.

\
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12/3

—2/3 1




Lektion 2, Envariabelanalys den 15 september 1999

1.4.8 Var i definitionsméngden &r funktionen

f(m)_{x omz < —1

z° omax > —1

kontinuerlig, vanster- och hégerkontinuerlig, och diskontinuerlig?

Funktionerna x — x och x — x? #r kontinuerliga &verallt dér de #r definierade,
varfor den enda mojliga diskontinuitetspunkten &r z = —1. I punkten z = —1
har vi att

flx) =1,

lim f(z) = lim a=-1,

r——1- r——1-

li = lm 2*=1
Lm0 = e

Alltsa har vi att f &r

kontinuerlig overallt utom i x = —1,

hogerkontinuerlig overallt,
véansterkontinuerlig overallt utom i x = —1,

diskontinuerlig ix=-1.

\
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1.4.18 Finn m sa att

r—m omzxz<3
g(x) =
l1—mx omx>3

ar kontinuerlig for alla x.

Funktionerna * — x — m och z — 1 — ma ar kontinuerliga overallt dar de

dr definierade. Den enda mojliga diskontinuitetspunkten &r i fogen = = 3.

Vi ska vilja m sa att g blir kontinuerlig &ven i punkten xz = 3. Vi har
Y

lim g(zx) = lim (x—m)=3-m 1

r—3~ r—3~

lim g(z) = lim (1—-mx)=1-3m

Jlim g(z) im ( )

och for att g ska vara kontinuerlig maste

3—-m=1-3m <& m=-1.

SU 17 aug 87 Berdkna lim %
z—mw/2 COS“T

Bade téljare och ndmnare gar mot 0 da x — 7/2. Vi férlinger med 1 + sinz och
anvander trigonometriska formler

sinx — 1 . sin?z — 1 1
im ——— = lim 5 -
z—7/2 COS*“T z—r/2 cos*x sinx+1
2
. —cos*x 1 —1
= lim 5 - = — - =-1/2.
z—r/2 cos*x sinx+1 lim sinx +1
z—m/2

I den sista likheten har vi anvant att sinus dr kontinuerlig.



1.4.30 Visa att ekvationen 2® — 15z + 1 = 0 har tre rétter i intervallet [ —4, 4].

Sitt f(x) = 2% — 152 + 1. Vi har att

f-4) =-3, ]

fO) =1, ’

f(4) = +5. L. x
4 1 4

Satsen om mellanliggande viarden ger att
det finns atminstone en rot i vart och ett
av intervallen

[—4,0], [0,1] och [1,4],

d.v.s. atminstone tre rotter i interval-
let [—4,4].

Anm. Algebrans fundamentalsats ger att det finns exakt tre rétter till ekvationen (se
linjdr algebra).

SU 10 jan 89 Lat f vara en kontinuerlig funktion i intervallet [0, 1] sadan att f(0) =
och f(1) = 0. Visa att det finns ett = € [0, 1] sadant att f(z) = =.

Lat oss rita ut informationen i uppgifts-

texten i ett koordinatsystem. Vi vet att Y
funktionen f antar virdet 1 i punk-
ten £ = 0 och vérdet 0 i punkten z = 1.
Var uppgift ar att visa att grafen till f
maste skéra linjen y = x.

Situationen paminner om den i satsen
om mellanliggande vérden; grafen till f
startar ovanfor linjen y = x for att i slut-
punkten vara under linjen y = z. Mel-
lan startpunkten och slutpunkten bor-
de alltsa finnas en skdrningspunkt mellan
f:s graf och linjen y = x.

N
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Vi kan ocksa mycket riktigt anvinda satsen om mellanliggande virden genom
att betrakta funktionen

g9(x) = f(x) — .

Vihar att g(0) = f(0)—0 = 1 och g(1)
véarden ger att det finns ett x = x¢ €

= f(1)—1 = —1. Satsen om mellanliggande
[0,1
att 0 = g(zo) = f(zo) — 2o, d.v.s. f(zo) =

] sadan att g(xg) = 0, vilket betyder
Zo

2.1.4 Finn ekvationen for tangentlinjen till grafen fér y = 6 —z — 2 i punkten z = —2.

For att bestdamma tangentlinjen behover vi dess lutning och en punkt pa linjen.
Tangentlinjens lutning ges av gransvérdet

6= (=241 = (=240 = (6= (-2) = (=)

}Ll_)o h :flbli% h
. 3h—h? .
= Jimy = — = lim (3 —h) =3

Alltsa har tangentlinjen ekvationen

7

y=3x+m,
dir m bestdms av att tangentlinjen
ska ga genom punkten (—2,y(—2)) =
(_274)7

4=3-(=2)+m <& m=10.

Tangentlinjens ekvation &r alltsa y =
3z + 10.

i



2.1.24 Finn alla punkter pa kurvan y = 1/x dér tangentlinjen dr vinkelrdt mot linjen
y = 4x — 3.

Vi bestdmmer forst ekvationen for tangentlinjen till y = 1/ i en godtycklig
punkt x = a. Tangentlinjens lutning ges av grinsvérdet

1 1
_ylath)—yla) . ath a _ .
}llli% A = %11% Y = {gemensam nidmnare}
a—(a+h) —h -1

=1 =lim —— = —.
B ha(a+ h) hs0 ha(a+h)  a?

Alltsa har tangentlinjen ekvationen

-1

=—F-T+m,
Y a2

dér m bestdms av att tangentlinjen gar
genom punkten (a,y(a)) = (a,1/a),

1 -1 2
—=-—Fa+m S m=-
a a a

Tangentlinjen har ddrmed ekvationen

-1 2
y=-—5-r+—.
a a

Eftersom tangentlinjen ska vara vinkelrdt mot en linje med lutning 4 séker vi de

a-viirden dér tangentlinjen har lutning —1/4, d.v.s.

1 1

Alltsa ar de sokta punkterna

(2,1/2) och (—2,-1/2).

2.2.16 Berikna derivatan till funktionen

< — 1
T 3+4t
direkt fran definitionen av derivata.
Derivatan ges av gransvérdet
1 1
_ s(t+h)—s(t . 3+4(t+h) 344t
s'(t):hms(—i_—)s():hm +A(t+h) +

h—0 h—0 h

; . 3+4t—(3+4t+4h)
= {gemensam nimnare} = lim
h—0 h(3 + 4t)(3 + 4t + 4h)

—4h —4

= 1. == .
0 h(3 4 48)(3 + 4t + 4h) (3 + 4t)2

2.2.25 Hur ska funktionen f(z) = xsgnx definieras i punkten z = 0 sa att den blir
kontinuerlig diir? Ar den dven deriverbar dir?

Vi har att
1 =1 -1)=0
Jim f(z) = lim z-(-1)
xlgg+ J(@) = xlgg+ z-(+1) =0,

vilket visar att om vi definierar f(0) =0 sa &r f kontinuerlig i = = 0.

For att undersoka om f &r deriverbar i * = 0 berdknar vi hoger- och
vénsterderivatan,
. h) — £(0) . h-(+1)-=0
' =1 1 = lim ———— =+41
AO= T = =T
. h) — £(0) . h-(-1)-=0
! =1 7“ =1 =—1.
S0 = m == -0 h

Eftersom f/ (0) # f’ (0) &r f inte deriverbar i x = 0.



2.2.47 Det finns tva olika réta linjer som passerar genom punkten (1, —3) och tangerar En sadan linje kan endast tangera grafen till y = 1/x i punkter dér derivatan
kurvan y = z2. Finn deras ekvationer. ar —2,

Lat oss forst bestamma ekvationen for tangentlinjen genom en godtycklig

.. . Linjerna ska alltsa ga genom punkterna
punkt & = a. Tangentlinjens lutning ges av

o =], =20 (1) = (G5 2) ekt (=) = (-5, —v2).

Tangentlinjen har alltsa ekvationen Vi far tva fall

Y 1. m anpassas sa att linjen gar genom (—=,/2),
y=2a-x+m, T~ (ﬁ )
1
dér m bestdms av att linjen ska ga genom V2=-2. ﬁ +m & m=2V2
punkten (a, a?),
=2 a+m & m=—a’ 1.3 * T 2. m anpassas sa att linjen gar genom (—%, —\/5),
Vi ska nu vélja a sa att tangentlinjen pas- V2 =-2. (_L) +m e m=-—2V2
serar genom punkten (1, —3), d.v.s. V2
—3=y(1)=2a—d®> & ‘ V. De tva linjernas ekvationer &r alltsa
a=23 eller a =-1. y=—2x+2V?2
De tva linjerna &r alltsa y = 62 — 9 och y = —2z — 1. y=—2x—2V2

\
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2.2.48 Finn ekvationer till de tva rita linjer som har lutning —2 och tangerar grafen
tilly = 1/z.

En linje med lutning —2 har en ekvation med formen

y=—2x+m.



Lektion 3, Envariabelanalys den 23 september 1999

4

33—z’

2.3.16 Bestdm derivatan av y =

Vi anvénder deriveringsregeln for kvoter,

;@) -B-2)—-4-B-2) 0-B3-x)—4-(-1) 4
’e (3—a) G N C R o
2.3.22 Bestidm derivatan av z = %731
T
Vi har att
r—1 1/3 —2/3

Detta uttryck kan deriveras termvis

r_1.,-2/3 _ (_2y,.-5/3 _1,.-2/3 | 2 -5/3
Z =3z (=3)z =3 + 37 .

2.3.40 Bestim derivatan

givet att f(2) =2 och f'(2) = 3.

Deriveringsregeln for kvoter ger att

dz\ 221 f(x) (22 + f(@)° @+ @)’

L) ):f’<w>(w2+f<w>)—f<w>(2x+f'<m>> 2 f'(x) 2] ()

Satter vi x = 2 fas

4 f) )| _ZI@=22 0

={f(2)=2,f'(2) =3}

Az \a® + f(@)/|,_, (22 + £(2))°
4.3—4-2
=Gy - 1/9.

2.4.2 Bestim derivatan av y = (1 — 2/3)%.

Uttrycket som vi ska derivera har, grovt sett, utseendet

y:( )99.

”Nagonting upphojt till 99”7 &ar den yttre funktionen medan den grafirgade delen
utgor en inre funktionsdel.

Nér vi deriverar uttrycket med kedjeregeln, deriverar vi forst den yttre funktio-
nen som om den inre grafirgade delen vore den variabel vi deriverar med avseende
pa, och sedan multiplicerar vi med derivatan av den inre funktionen,

y' = 99( I )
= 99(1—2/3)" - (1 —a/3)’
—99(1—2/3)™ - (~1/3) = —33(1 — 2/3)™.

2.4.4 Bestdm derivatan av y = \/1 — 3z2.

P& den grovsta nivan bestar uttrycket av ”roten ur nagonting”. Med kedjeregeln
far vi

L 12 f_ N2 oy

1/2 —3z

V1 — 322 (762) V1= 322



2.4.11 Bestédm derivatan av y = 4 + |4 — 1].

Uttryckets andra term bestar av en sammanséttning av beloppsfunktionen och
ett forstagradsuttryck

y=da+| |
Vi deriverar med hjilp av kedjeregeln
y =4+ sgn( ) - ( ) =4 +sgn(dr — 1) - 4.

Detta uttryck kan forenklas om vi noterar att sgn(dx —1) = +1om4x —1>0
d.v.s. x> 1/4, och sgn(4e — 1) = —1 om = < 1/4. Svaret blir alltsa

, )8 omax>1/4,
Yo om z < 1/4.

Anm. Derivatan existerar inte i punkten x = 1/4 eftersom vénsterderivatan &r 0 medan
hogerderivatan ar 8.

4
2.4.14 Bestdm derivatan av f(z) = <1 +4/52 2 ) .

Den yttre funktionen i uttrycket dr ”nagonting upphdjt till 4”. Om vi anvinder
kedjeregeln pa denna niva fas

d z—2\" z—2\° r—2Y
rer= () (e ) - ()
Den inre funktionen bestar i sin tur av ett rotuttryck som vi anvénder kedjeregeln
pa

I
B~
N
—
+

8
wi |
)
~_
w
N
—_
+
8
Wl |
(]
~

I
o
7 N
—
+

K
Wl |
)
"
w
N
(@)
+
H<
w| ||| o
\G]
—
&
W |
[\
~—
N~

Nu har vi natt ett uttryck som vi direkt kan derivera

o)

3

Det aterstar bara att férenkla uttrycket

3
xr — 2
(57

2°/3 + 26

2.4.16 Bestdm derivatan av y = m
x

Uttrycket bestar av en kvot av tva deluttryck. Om vi sétter

f(z) = 2°v/3 + 26

g(x) = (4+2%)°

sS4 Ar

L (f@Y F@)ge) - f@)d (@)
V= (gm) N g(z)? ‘

Vi behover alltsa rikna ut derivatan av téljaren f(x) och ndmnaren g(z).

f'(z):  Téljaren bestar av en produkt av tva funktioner

f(z) =2° /3 + 5.



Produktregeln ger att
(@)= (2°) - V3+ab+2° (V3+ xG)/

V3 + 26 3+ )>

= {gemensam nidmnare}

= 5z 3+x6+m5(
3 5
= bat/3 b+ 2t
V3 +ab
~ 5xt(342%) + 3210 15a* 4 8210

V3 + af V3+ab

g (x):  Kedjeregeln ger att

g (x) =34+2%)? 4422 =34+ 2?2z =624 + 2*)*.

Satter vi samman dessa resultat far vi
15z* 4 8210

/ \/3+:L'6

y:

(44 22)3 — 253+ a0 - 62(4 + 22)?

(44 22)8
(15z* + 8210) (4 + 22)3 — 2°(3 + %) - 62(4 + 22)?
- VBt a4+ a?)
B 2212 + 32210 — 626 + 6024

V34 26(4 + 22)*

Anm. En enklare 16sning &r att anvénda logaritmisk derivering (se avsnitt 3.3).

2.4.25 Uttryck derivatan av
y=1+/3+2f(x)

i termer av f och f’.

Kedjeregeln ger att
/ 1/2

YT BT 2 ()

(3426 (@) = ;/TQM 2f () =

f'(x)
V3 2f(x)

2.4.36 Finn ekvationen for tangentlinjen till kurvan

y=+v1+2z2

i punkten x = 2.

Tangentens lutning ges av

d 1/2
Y (2) = —/1+ 222 = ;(1—1—23:2)'
dx e=2 V1422 =2
1/2
2. da = 4/3.
\V/ 1 —+ 2$2 rx=2
Tangentlinjens ekvation &r alltsa
Y
_ 4 .
y= 335 + m,
dir m bestdms av att tangentlinjen gar
genom punkten (2,v/1+2-22) = (2,3),
3=%224m & m=1/3. N
Tangentlinjen har darmed ekvationen

2.4.40 Visa att derivatan av y = (z — a)™(z — b)™ forsvinner i nagon punkt mellan a

och b om m och n &r positiva heltal.

Produktregeln vid derivering ger

F/@) = m( = a)" ! (z = b)" + (= @) e — )"
=(@—a)" " (="' (m(z —b) +n(z —a)).



Derivatan f’ blir noll om nagon av de tre faktorerna blir noll. De tva férsta
faktorerna blir noll endast i x = a respektive x = b. Den tredje faktorn blir noll
da

m(xz—>b)+nz—a)=0 < (m+n)xz—(mb+na)=0

_ mb+mna
 om+n
Om vi nu kan visa att x = % ligger i intervallet (a,b) s& dr vi klara.

Vad vi behéver visa ar alltsa att

mb + na
—— <.
m+4+n

Vi forldnger med m + n (som dr positiv) och far de ekvivalenta olikheterna
a(m+n) < mb+na < b(m +n). (%)

Betraktar vi nu den vanstra olikheten kan vi subtrahera termen an fran bada led
och fa den ekvivalenta olikheten

am < bm.
Forkortning av faktorn m (positiv) ger oss a < b. Eftersom vi i varje steg har
skrivit om olikheten till en ekvivalent olikhet &r

mb + na ekvivalent med a < b.
m-4+n
Den hogra olikheten &r sann och dérfor &r d&ven den vénstra olikheten sann.
Den hégra olikheten i (x) kan visas vara ekvivalent med a < b genom att
addera bm och dela med n. Alltsa #r dven den hogra olikheten i (x) sann.
Vi har ddrmed visat att z tillhor intervallet (a,b).

2.5.4 Bestdm derivatan av cos’z — sin’z.

Vi har att

2

cos?z — sin®

T = cos 2.
Derivering ger

—2sin2zx.

2.5.28 Bestidm derivatan av tan 3x - cot 3x.

Vi har att
sin 3x
tan 3z =
cos 3z
cos 3z
cot3xr = —
sin 3x
varfor

tan3z - cot 3z =1

och derivatan &r 0.

Anm. Uttrycket tan3x - cot 3z &r definierat 6verallt utom i punkter dér tan 3z eller
cot 3z ar odefinierade. I detta fall visar det sig att undantagspunkterna ar 2 for alla

6
heltal n.

Cos T

2.5.32 Bestdm derivatan av —————.
1-+sinx

Vi anvénder kvotregeln

(cosz) (1 +sinz) —cosz(l +sinz)  —sinz(l+sinz) — cosx - cosx

(1+sinx)? (1+sinz)?
—sinz — (sin®z + cos?x) _ l4sinz 1
B (1 + sinz)? (1+sinz)2  1+sinz’



2.5.42 Finn ekvationer for de linjer som &r tangent respektive normal till kurvan y =
tan 2z i punkten (0,0).

Vi borjar med tangentlinjen. Tangentens lutning i z = 0 ges av

=(1+tan®22)-2| =2

x=0 =0

d
y'(0) = e tan 2z

Eftersom tangentlinjen ska ga genom
punkten (0,0) ser vi direkt att dess ek- Y
vation &r

y = 2z.

Normallinjen ska ha lutning —1/y/(0) =
—1/2 och ga genom punkten (0,0). Dess
ekvation ar darfor

~
8

y=-1/2z.

™ — TI'COSQZ’)

2.5.58 Bestiam lim cos( 5
x—0 x

sinx
Vi utnyttjar kontinuitet och det vélkdnda gransvérdet lin% =1,
xTr— xr
1—cos?z sin? x
lim cos (7r 7) = lim cos <7r ) = {cos idr kontinuerlig}
z— 2 z—0 x2
sin x\ 2
= cos(lin%)ﬁ( ) >: {x + 2? 4r kontinuerlig}
xr—

; 2
= cos(w(lim smx) > =cos(m-1) = —1.

z—0 X

2.8.2 Finn v/, y” och ¢y d& y = 2% — 1/2.

Vi deriverar

1 1
y'=2$—(—§)=2$+—2,
2
1
:2——,
Yy 3
///_E
y _.’IJ4.
-1
2.8.8 Finn ¢/, 4" och 3" da y= L ——.
inny,y ochy” da y P

Vi skriver forst om uttrycket till en form som béttre lampar sig for upprepad
derivering
z—1 =xz+1-2 2

r+1 rz+1 r+1

Vi deriverar

;o 1 _ 2
y=-2 (_(x+1)2> (1)
"no__ 4
(x+1)3’
12
(z+1)*

2.8.28 Om f och g &r tva ganger deriverbara, visa att

(f9)" =f"g+2fd + fg".

Vi har att
(f9) =fg+ fd

(f9)" = ((f9)") = (f'a+ fd) = (f'9) + (fg')
=(f"g+19)+ (g +f9")=f"g+2f g + fg".



Berékna sin(log \/1+4 0,372 ) pa minirdknaren nedan.

‘) O

(o) (V)
(o) ()
Cor) ()
D =

-

Vi trycker ner foljande tangenter (fran vénster till hoger)

Coo) (5 G () () (o)

Varje tangent dr en funktion. Den tar ett tal (det i resultatfonstret), utfér en
rikkneoperation och returnerar resultatet (dven det i resultatfonstret).

Nér vi trycker ner tangenterna efter varandra tas resultatet fran en tangent
som ingangsvéarde till nédsta tangent. Matematiskt sdger vi att vi sétter samman
funktionerna. Rédkningen vi gjorde ovan skulle i matematisk formalism bli

Con Yo Coa e (V)= () () (o))

Notera att vi skriver allt bakldnges. Argumentet (0,37) lingst till hoger och sedan
funktionerna i tur och ordning om vi lidser raden fran hoger till vénster.




Lektion 4, Envariabelanalys den 30 september 1999

2.6.2 Askadliggdr medelvirdessatsen genom att finna en punkt i det éppna interval-
let (1,2) dédr tangentlinjen till y = 1/z dr parallell med kordan mellan punkterna (1,1)
och (2,1/2).

Kordan mellan (1,1) och (2,1/2) har lutningen

Ay 1/2-1
Az 2-1

=-1/2.

Vi soker alltsa en punkt i intervallet (1, 2)
dar tangenten har lutning —1/2, d.v.s. Y
dér y:s derivata dr —1/2,

1
— =-1/2 & z==V2
X

Av dessa tva punkter dr det bara x = V2 ‘ ‘ ‘
som tillhér intervallet (1,2). 1 \/i 2

2.6.6 Latr > 1. Om x > 0 eller —1 < z < 0, visa att

1+2)" >14rz.

Séatt f(z) = (14 2)". Vi undersoker de olika z-viirdena.
x >0: Vianvinder medelvirdessatsen pa funktionen f i intervallet [0, z],

(1+a) —17

—5 a9

dir 0 < € < z. Eftersom £ > 0 dr hogerledet alltid storre dn

r(140)""' =7,
Alltsa har vi att
1 -1
—( + x) >
T

Multiplikation med x (positiv) ger att
14z —1>rz.
Addition med 1 ger slutligen att

1+2z)" >1+rz.

—1 < x < 0: Vi anviinder medelvirdessatsen pa funktionen f i intervallet [, 0],

1" — (1+2)

5, -+

diar x < & < 0. Eftersom £ < 0 dr hogerledet alltid mindre &n

r(140)""1 =7
Alltsa har vi att
1 T—1
—( + 1:) <.
T

Multiplicera med x (negativ),
(14+2)" =1>rz,
och addera 1,

14+z)">1+rz.



Visa att €” cosz > 1 for 0 < z < w/4.

Sétt f(z) = e” cosz. Vi anvinder medelvirdessatsen pa f i intervallet [0, z],

efcosxr — 1

— = 1'(6) = ¢ (cos¢ — sing),

ddr 0 < £ < x. Om vi kan visa att hogerledet &r positivt oavsett var £ ligger i
intervallet (0, ), da har vi visat att

efcosxr —1

>0 d.v.s. e“cosx > 1.

T
Vi behover alltsa visa att

ef(cos€& —sin€) >0 da 0<¢é<z<m/4

Eftersom exponentialfunktionen alltid &r positiv rdcker det om vi visar att
cos& —sin€ > 0 da 0< &< /4.

Med hjalp av additionsformler kan vansterledet skrivas om till

V2 cos(é +m/4) > 0 da 0<¢<m/4

Vi vet att cosinus-funktionen ér positiv pa intervallet (0, 7/2) och dérfér dr cos(£+
7/4) positiv pa intervallet (0, 7/4). Vi har alltsa visat det vi skulle och uppgiften
ar klar.

Anm. Olikheten géller inte bara for z i intervallet (0, 77/4) utan detta intervall kan goras
storre. Vart angreppssitt med medelvirdessatsen ger alltsa inte det optimala resultatet.
(Problemet &r att vi inte vet var i intervallet (0,z) som £ hamnar.)

Bestdm lim n(¥/z —1) for > 0.

n—o0

Vi byter forst variabel i grinsvirdet till ¢t = 1/n. Nir n — oo far vi att ¢t — 07.
Gréansvirdesuttrycket blir

oozt —1
lim
t—0+ t

Denna kvot kan tolkas som en differenskvot. Om vi siitter f(t) = x! s& kan
gransvirdet skrivas som

L FB— 0)
t—+ t—0

Med medelvérdessatsen far vi ett 0 < & < t sa att grénsvirdet ar

gtli% (&) = £t1Ln3+ 25t log x = log .

2.6.8 Finn intervallen dir f(z) = 2® + 2z + 2 &r vixande respektive avtagande.

Derivatan ges av f'(z) =22+ 2 =
2(xz +1). Vi ser att Y

N
7

fl(x)>0 omax>-—1,
f(x) <0 omax<—1.

Alltsa ar f

vixande pa [—1,00),

avtagande pa (—oo, —1].




1
2.6.12 Finn intervallen dér f(z) = — 1 ar viaxande respektive avtagande.
x
Derivatan ges av

—2x
! _ 2 —2 _
Néamnaren &r positiv varfor téljaren avgor tecknet

fl(z) <0 omaz >0,
f(x) >0 omz<O0.

Alltsa ar f

vixande pa (—o0,0],

avtagande pa [0, 00).

Utred om y = 2>/ kan definicras for negativa @, och om s #r fallet, forklara hur man
beréknar funktionen for negativa x.

Om vi ritar upp grafen till y = 22/3 for > 0 sa har den utseendet

Y

‘ x4

Nér vi ska underséka funktionen y = 22/3 dr det viktigt att veta att funktionen
egentligen definieras av det implicita sambandet

y? =2’ (%)

I detta samband noterar vi att om z ersitts med —zx sa ar sambandet fortfarande
uppfyllt. Om vi ritar upp alla punkter (x,y) som uppfyller (x) sa far vi dérfor en
figur som &dr symmetrisk kring y-axeln.

Y

I denna figur ser vi att vi kan definiera y = /3 dven for negativa x.

Nar vi ska rikna ut denna funktion anvénder vi symmetrin kring y-axeln, d.v.s.
att funktionen &r jimn,

y(=z) = y(z).

Speciellt #r y(—1) = (—1)%/% = (+1)%/% = 1.

Anm. I allménhet kan funktionen x — x® definieras for negativa z om o = ﬁ for

nagra heltal k£ och n.



Visa att f(z) = /3 &r stringt viixande.

Vi delar forst upp den udda funktionen i en del for positiva = och en del for
negativa ,

21/3

f(z) =140

—(—2)Y/3 om z < 0.

om z > 0,

om x =0,

Fordelen med denna formel &r att basen alltid &r positiv och da kan vi anvinda
potenslagarna utan eftertanke.
Vi gbr nu som i tidigare uppgifter och deriverar

1

1
3 (.’1’,‘1/3)2

z>0: fl(z)= %x‘z/g =

>0,
. 0
(o)~

Alltsa dr f stringt vixande pa (—o00,0) och (0,00). Eftersom f #r kontinuerlig
ar den striangt vixande pa hela R.

r<0: fl(z)= _%(_x)—2/3 (=1 =1

For vilka = géller olikheten

l—e<l—(z-2°%<1+e

Detta &r den olikhet vi stotte pa i det andra exemplet fran lektion 1. Denna gang
ska vi betrakta losandet av olikheten ur ett litet annorlunda perspektiv.

l—e<l—(z—-2°<1+¢

Det forsta steget dr att vi multiplicerar alla led med —1. Detta kan ses som att vi
anvéander funktionen z — —z pa alla led och betraktar istéllet den resulterande
olikheten mellan funktionsvidrdena. Vi kan garantera att denna nya olikhet &r
ekvivalent med den gamla, om funktionen vi anvénder ar strangt monoton. Ef-
tersom x +— —x ar stréngt avtagande dr den speciellt stréngt monoton. Dessutom
kastas olikhetstecknen om i den nya olikheten, och vi far

—l4+e>-1+@2-2)3>-1-c¢.

Sedan adderar vi 1, vilket dr detsamma som att vi anviinder funktionen z +— x+1.
Eftersom denna funktion &ar stringt vixande blir den ekvivalenta olikheten for
funktionsvérdena

e>(r—2)° > —¢.

Det tredje steget dr att ta tredje roten ur. Funktionen i detta fall &r  — x'/3. T

den tidigare uppgiften visade vi att  — /3 #ir striingt viixande varfor olikheten
blir

Je>az—2> e

Det sista steget dr att addera 2, d.v.s. anviinda funktionen z — x 4 2 (stringt
vixande),

24 e>ax>2— Ve

dy .
2.9.4 Rékna ut d—y i termer av x och y om
T

22 4y —1)° =4.

Vi betraktar y som en funktion av z och deriverar med avseende pa x,

—2x —T
2r+4-2(y—1)y' ' =0 & o = = :
=1 -0 1u-1)




2.9.10 Finn ekvationen for tangenten till kurvan
22 — 2% = 12

i punkten (—1,2).

Tangentens lutning ges av y’(—1). Vi deriverar det implicita sambandet med
avseende pa ,

2zy® + 223y°y — (32y® + 2°2yy’) = 0.
Vi samlar ihop ¢’ i ena ledet

3 ;L 33:2y2 — 2xy3

2,2 3,0 _ 9.2, 2
(3z7y” — 22°y)y' = 3z°y” — 2zy° & yfm.
I punkten (x,y) = (—1,2) ar
3-(-1)2-22-2.(-1)-23
"(-1) = =T7/4.
y(=1) 3.(_1)2.22_2.(_1)3.2 /

Alltsa har tangenten lutning 7/4 och
dérmed ekvationen Y

\
7

y="Tatm,

ddr m bestams av att tangentlinjen gar
genom punkten (—1,2)

2=2.(-D+m & m=1
Tangentens ekvation dr darmed
t > T
y=jqo+3. -1

2.9.12 Finn ekvationen for tangentlinjen till kurvan

y2

-1

r+2y+1=
x

i punkten (2, —1).

Tangentens lutning ges av y'(2). Vi deriverar det implicita sambandet med avse-
ende pa ,

2yy’ - (x—1) —y*-1

142y =
o (c=1)2
Samla 1’ i ena ledet
Y (1)
x—1 (z —1)2 2y 20 —-1D)(z—y—1)
r—1
I punkten (x,y) = (2,—1) dr
—1)2+(2-1)2
2-2-1)-2-(-1) -1
Alltsa har tangentlinjen ekvationen
Y
Y= —%x +m, 1
dir m bestdms av att tangenten gar ge-
nom punkten (2, —1),
2

=-l24m & m=o

Darmed &ar tangentens ekvation




Efterord

Med hjilp av implicita funktioner kan man avbilda manga olika typer av kurvor,
faktiskt fler &n vad man kan tro. Nedan &r den s.k. tjuroiden uppritad.

201 3 2 2 .
(—%y‘l—%y%—%y“—%zﬂ—%—x2)(2x2+100(( — 439) —x2+§) —1)((3:—#%) + (y—
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Los ekvationen v/ x2 + 1 = 2.

Vi bérjar med att kvadrera bada led,

2 + 1 =422,
Samla x i ena ledet,
322 =1.
Losningarna blir
1
rT=+—.

V3

Om vi som en extra kontroll sitter in = 1/4/3 i ursprungsekvationen far vi
att VL = HL, men om vi ddremot sédtter in z = —1/\/§ sa far vi istéllet att

vi= /() 1= fE =23
.= 2(~J5) = ~2/V3

w

d.v.s. VL # HL.
Varfor stémmer inte den andra 16sningen?

For att kunna besvara fragan behover vi anvénda ett litet annorlunda synsett pa
hur vi 16ser ekvationer.
Nér vi t.ex. bestammer oss for att addera talet 1 till bada led i en ekvation

VL = HL

sa betyder det att vi ersétter den ekvation vi har med en ny ekvation mellan
funktionsvérdena

fvi) = f(ur)

dér f dr funktionen x — x+1. Denna nya ekvation antar vi, ibland lite aningslost,
att den &r ekvivalent med den ursprungliga ekvationen VL = HL, d.v.s. har samma
l6sningsméangd. Med andra ord, vi antar och hoppas att

fvr) = f(u). (%)

VL = HL =

For en allmén funktion dr detta antagande inte sant. Titta t.ex. pa exemplet

Y

A~

Fvi) = f() s

Hir kan VL och HL vara olika trots att f(vL) = f(HL).

Det enda tillfille da vi kan garantera ekvivalensen (%) &r om f &r en-entydig,
da géller ndmligen (*) per definition.

Vad som skapade den falska roten x = —1/+/3 i vart ursprungsexempel,

2 4+ 1 =2z,

var att vi kvadrerade ekvationen. Funktionen z — 22

vilket man litt ser genom att rita grafen.

!

422 =22 + 1

ar ndmligen inte en-entydig

\
7

2x l‘2+1

Sensmoralen dr inte att man ska undvika funktioner som inte &r en-entydiga
ndr man loser ekvationer (du gor vad du maéste for att 16sa ekvationen), utan
sensmoralen dr att man maste vara beredd pa att prova sina l6sningar om man
anvander icke en-entydiga funktioner.



Visa att f(z) =

, for £ > —1, &r en-entydig.

1
Vi+zx
For att f ska vara en-entydig maste foljande implikation gélla

f@)=fy) = z=v
Vi borjar med den vénstra delen av implikationen,
1 1
Vitr VITy

Vi kvadrerar (kom ihag att vi med detta steg riskerar att introducera falska
rotter),

f@) = fly) dvs.

11
l+z 14y

Vi inverterar bada led (funktionen z +— 1/x dr en-entydig)
l+z=1+4+y.
Slutligen subtraherar vi 1 fran bada led (z — 2 — 1 &r en-entydig),
x=y.
Vi har alltsa lyckats visa att

d.v.s. att f dr en-entydig.

3.1.8 Visa att funktionen f(z) = (1 — 2x)® #r en-entydig och bestim inversfunktio-
nen f~!(z). Bestim ocksé definitionsmingden och virdeméngden till f och f~*.

Funktionen f &r sammansatt av tva enklare funktioner f = g o h, dér

g(x) = 2?,
h(z) =1 - 2z.

Bade g och h dr en-entydiga (g dr vélként stringt vixande och h har derivata <
0), varfor f ocksa dr en-entydig.
Vidare har vi att

vilket ger att

FN@) = (goh) (@) = h o g (@) = 41— 2'/).

Eftersom f &r ett polynom &r f definierad 6verallt, d.v.s. Dy = (—00, 00).
Eftersom f ar strédngt monoton och definitionsméngden saknar &ndpunkter &r
f:s definitionsméngd ett 6ppet intervall med d&ndpunkter

zEI}loof(x) =—o0 och lim f(z)= occ.

r—00

Alltsa &r Vi = (—o00, 00).
Slutligen har vi att

D1 =Vy = (—00,00),
Vf—l = Df = (—O0,00).

3.1.10 Visa att funktionen f(x) = 1+Lx ar en-entydig och bestam inversfunktionen f~1.

Bestam ocksé definitionsméngden och virdemingden till f och f~1.

Funktionen f dr en-entydig om den &r stringt monoton, vilket vi kan underscka
med derivatan av f,

(1+x)—x-1_ 1

! _1'
fi(z) = (1+2)2 - (1+z)2

Eftersom derivatans téljare och ndmnare alltid &r positiva &dr derivatan alltid
positiv, och f &r ddrmed stringt vixande. Detta visar att f ar en-entydig.



Inversen kan vi fa fram genom att 1osa ekvationen

_ EEURN i €))
R e

med avseende pa f~!(x). For enkelhets skull kallar vi f~!(z) for v,

po U
14y
Vi forlanger med 1 4+ vy,
- (1+y) =y.

Samla y i ena ledet,

z=y-(1-2x) & y =

Inversen &r alltsa f~*(z) = i
1—x
Funktionen f &r en rationell funktion och definierad Gverallt utom i punkter
dér ndmnarpolynomet &r noll, d.v.s. f ar definierad 6verallt utom i = = —1.
Definitionsméngden &r Dy = (—o0, —1) och (-1, 00).
Eftersom f &r stringt monoton och definitionsméngden dr tva éppna intervall
ar f:s viardeméngd tva 6ppna intervall med d&ndpunkter

lim f(x)=1 och lim f(z) = oo,
Tr——00 r——1—
respektive
lim f(z) =—o0c0 och lim f(z) =1.
r——1t xTr—00

Alltsa &r Vi = (—o0, 1) och (1, 00).
Slutligen har vi att

Dy =V, =(-00,1) och (1,00),
Vi-1 =Dy = (—00,—1) och (1,00).

3.1.24 Visa att

har en invers och finn (ffl)/(Q).

Vi har att

gy 1227 (22 + 1) — 42?2z
f(I)— (l‘2+1)2 -

4z% - (2% + 3)
@112

Namnaren &r alltid positiv varfor derivatans tecken bestams av tdljaren. Téljaren
isin tur dr produkten av tva faktorer dir den andra faktorn 2243 alltid #r positiv.
Den forsta faktorn 422 #r positiv 6verallt utom i 2 = 0.

Alltsa ar

f'(z) >0 utomiz=0.
Detta betyder att f &r stringt vixande i intervallen (—o0,0) och (0,00). Ef-

tersom f dr kontinuerlig i z = 0 &r f stringt vixande overallt. Darmed far vi
att f dr en-entydig och har en invers.

Derivatan av inversen f~! ges av formeln

Fér att kunna anviinda denna formel behéver vi forst bestimma f~1(2). Kancel-
lationsidentiteten ger att

3

A(f712))
(/@) + 1

For att underliitta skrivandet sitter vi y = f~1(2).

2:fof_1(2):

3

4y 2 3 3 2
2= 2 1)=4 & 2y° —y> —1=0.
21 (y"+1) =4y Y-y (*)

Genom provning upptéicker vi att denna ekvation har I6sningen y = 1. Alltsa ar

72 =1



Notera att eftersom vi vet att f &r en-entydig sa kan inte ekvationen (%) har fler
an en reell rot.
Vi far nu att

Hur manga rotter har ekvationen sinx + cos2z = 4z.

Sétt f(x) = sinx + cos 2 — 4x. Vi ska bestdimma hur manga nollstéllen funktio-
nen f har.
Derivatan av f ar

f'(z) = cosx — 2sin2x — 4
Eftersom bade sinus- och cosinusfunktionen ligger mellan —1 och 41 &r derivatan
@) <(+1)—-2-(-1)—4=-1<0.

Alltsa ar f striangt avtagande och en-entydig. Detta betyder att f kan hogst ha
en rot.

For att bestimma om f Overhuvudtaget har en rot ska vi underscka f:s
viardemangd. Om talet 0 tillhor vardeméngden antar f vérdet 0.

Eftersom f &r definierad 6verallt dr f:s vardeméngd ett oppet intervall med
dndpunkterna
lim f(z) =00 och lim f(z)= —oc.

Alltsa dr virdeméngden Vy = (—o0, 00) och eftersom 0 € V; har ekvationen exakt
en rot.

3.3.22 Derivera y = z2e*/2.

Produktregeln ger att

y/ — (J,‘Q)/ . e90/2 —|—JZ2 . (eac/2)/ = 9. e:c/2 —|—JJ2 . 695/2 . % — 696/2(33‘2/2 + 2$)

3.3.26 Derivera y = 2log v/ 22 + 2.

Vi skriver forst om uttrycket med logaritmlagarna
y = log(z? + 2).

Kedjeregeln ger att

3.3.40 Derivera y — 2° —33+8,

Vi anvénder deriveringsregeln

x x
- - 1
a a”loga

och kedjeregeln

y =27 38 log 2. (22 — a4 8) =27 38 1og 2. (22 — 3).



3.3.42 Derivera h(t) = t* — x'.

Den forsta termen &r en potensfunktion och har derivatan
xt® L
Den andra termen dr en exponentialfunktion och har derivatan
x' -log .
Sammantaget &r

R (t) = xt* 1 + 2’ log .

3.3.61 Lat f(zr) = xe™ *. Bestdm var f &r vixande respektive avtagande. Skissera
grafen till f.

Produktregeln ger att
fllz)y=1-e"+a-e"(-1)=e"(1—ux).

Eftersom exponentialfunktionen alltid &r positiv avgors derivatans tecken av den
andra faktorn. Vi far att

/>0 ddz<1 =

<0 ddz>1 =

f &r viixande i intervallet (—oo, 1].

f &r avtagande i intervallet [1, 00).

Nér £ — oo blir funktionen néstan exponentiellt avtagande p.g.a. faktorn e=*.

Nér x — —oo vixer faktorn e~* exponentiellt och faktorn x ger funktionen ett
negativt véirde. Vi har alltsa att

lim f(z)= lim — = —o0,
T——00 r——o0 et

lim f(z)= lim — =0

r—00 r—o0 et

Ritar vi upp det vi vet om funktionen far vi att delar av grafen har utseendet

Y

A

Som stéd nér vi ritar grafen kan vi dessutom rékna ut funktionens vérde i nagra
punkter

f(=1) = —e* =~ —2,7181,
f(0)=0,
f(2) =2e72 =~ 0,2707.
Sedan &r det bara att fylla i mellanrummen.
Y Yy
Ty g ¥
1 1




UU mars 60 Visa att funktionen y = (1 + %)H_a

en avtagande funktion for x > a.

, dér a ar en reell konstant > 0, &r

For att visa att f &r en avtagande funktion understker vi dess derivata. Ef-
tersom z férekommer bade i basen och exponenten anvénder vi oss av logaritmisk
derivering. Vi har att

logy = (x+a)-log(1+ %)

Deriverar vi, fas

!

%zlog(l—&-%)—i—(m—i—(z)-

() m(+2)- 2

Funktionen y(z) dr positiv for > a s& derivatan y':s tecken bestdms av HL. Vi
behover alltsa bara visa att HL &r negativ. Vi kan dock inte direkt avgéra om HL
ar negativt, utan detta kréver en liten utredning. S&tt

142
x

g(x) = log(l + %) - %.

Vi har att g(a) = log2 — 1 < 0. Om vi kan visa att g dr avtagande i interval-
let (a,00) da foljer att g(z) < g(a) < 0 for alla x > a.
For att visa att g ar strdngt avtagande undersoker vi derivatan

2

o p(-5) - (-5) = mierg

Eftersom alla faktorer i uttrycket ovan dr positiva fér 2 > a har vi att ¢’(z) <0
for x > a. Alltsa &r ¢'(x) negativ for « > a, och g(z) avtagande for x > a. Detta
visar att ¢’ dr negativ i intervallet (a,c0), d.v.s. att y(x) dr avtagande for « > a.



Lektion 6, Envariabelanalys den 14 oktober 1999

Lat f vara en kontinuerligt deriverbar funk-
tion vars graf ar atergiven i figuren till hoger. Y

Besvara foljande fragor
1.
2
3.
4. Vilka grenar finns det till f~'?

. I vilka punkter har f en lokal invers?

\
7

Har f en invers?

Vilka dr intervallen dér f &r en-entydig?

Ség att vi tar en punkt y = b, i f:s virdeméngd, som i figuren nedan.

\
7

—S——e—eo ——— o>
Ty T2 T3

I f:s definitionsméngd finns nu tre punkter x1, 2 och x5 som alla har funk-
tionsvérdet b,

f(x1) = f(x2) = f(xs) =b.

For att en invers ska finnas maste det rada ett 1:1 forhallande mellan punkter
i definitionsméngden och virdeméngden. Till varje y-virde i virdeméngden
ska det finnas exakt ett x-véirde i definitionsméngden. Med andra ord krévs
det att funktionen &r en-entydig. For var funktion rader inget sadant 1:1
forhallande, varfor f inte har en invers.

2. Lat oss krympa f:s definitionsméngd till en liten omgivning av x = xs.

T

T
Z2

I denna omgivning rader ett 1:1 forhallande mellan punkter i defini-
tionsméangden och virdeméngden. Vi séger att f &r lokalt en-entydig i punk-
ten £ = x5 och att den déar har en lokal invers.

Det &r inte i alla punkter vi kan fa funktionen lokalt en-entydig. Betrakta
t.ex. punkten z = 4.

/\

\

T
T4 Zs5

Hur liten vi &n viljer omgivningen till x = x4 kommer det alltid att finnas tva
punkter pa varsin sida om x4 med samma funktionsvérde. I punkten = = x4
dr alltsa f inte lokalt en-entydig och har ingen lokal invers dér. Den andra
undantagspunkten dr x = x5, dar det rader motsvarande situation.

Funktionen f har en lokal invers i alla punkter utom i * = x4 och = = z5.



3. Eftersom f #r lokalt en-entydig i hela intervallet (x4, x5) foljer det att f &r
en-entydig i samma intervall. Med detta menar vi att om vi inskrédnker f:s
definitionsméngd till (x4, z5) sa far vi en en-entydig funktion; den funktionen
brukar man beteckna med f|z, 5)-

Pa samma sitt kan vi visa att f &r en-entydig i intervallen (—oo,xz4)
och (x5, 00).

) ) )

A~

[
4
4

> T > T => T
T4 T4 Is Is

f|(—oo,ac4) f|(r4,m5) f|(965700)

4. Till funktionerna

f|(—oc,w4)a f|(a:4,7;5) och f|(.L5,00)

kan vi definiera inverser. Var och en av dessa inverser kallas for en gren
av f~L.

) / s
Ty — Ty
AN AN )

I [ I [ I

Inversen till f|(_oo5,) Inversen till f|,, »;)  Inversen till f|, o)

3.5.2 Bestém arccos(—3).

Vi ska finna ett tal vars cosinus-varde ar —%.

i \
e

Eftersom funktionen arccos har virdeméingden [0, 7] sa ska det stkta talet ligga
i detta intervall.

i ,
T

Inlérda cosinus-vérden ger oss att arccos(—%) = 2?”

3.5.6 Bestdm cos(arcsin0,7).

Vi ska l6sa uppgiften pa tva olika sitt. Vilken metod som &r ”bést” beror pa
situationen.

MEeTOD 1

Sitt 0 = arcsin0,7. Eftersom virdeméngden till arcsin &r [—7, 7] ligger 0 i detta

intervall, och vi kan illustrera vinkeln 6 med den ratvinkliga triangeln nedan.

! 0,7




Med Pythagoras sats far vi att den bredvidliggande kateten &r /0,51.

0,7

/0,51

Fran triangeln dr det nu enkelt att rdkna ut cos#,

cosf = ~ 051 _ v/0,51.

1

METOD 2

Vi anvander den trigonometriska ettan

cos(arcsin 0,7) = | cos(arcsin 0,7)| = \/1 — sin?(arcsin 0,7) = {0,7 € Viin}

=/1-0,72 = /0,51

3.5.8 Bestidm arcsin(cos40°).

METOD 1

Vi soker den vinkel som vi betecknat med 6 i triangeln nedan.

cos 40°

Med definitionen av cosinus ser vi att komplementvinkeln till 6 &r 40°.

40°

cos 40°

Eftersom triangelns vinkelsumma &r 180° far vi att 6 = 50°.

METOD 2

Vi anvinder att summan av arcsin och arccos ar 90°,

arcsin(cos 40°) = 90° — arccos(cos 40°) = {40° € [0°, 180°]}
=90° — 40° = 50°.

3.5.14 Férenkla cos(arcsinz).

Vi anvander den trigonometriska ettan.
For x > 0 ar

cos(arcsin z) = | cos(arcsin z)| = \/1 — sin?(arcsinz) = {2 € [0,1]} = V1 — 22.

Eftersom arcsin dr en udda funktion och cos ér en jaimn funktion &r cos(arcsin )
jamn. Hogerledet ovan &r ocksa en jamn funktion, sa formeln ovan géller dven
for x < 0.



3.5.16 Forenkla sin(arctan z).

Lat oss forsta anta att z > 0. Vi ritar upp en hjélptriangel.

arctan x 1

Med Pythagoras sats far vi att hypotenusan ar /1 + x2.

arctan

Definitionen av sinus ger att

x
sin(arctanz) = —.
V14?2
Om x < 0 sa &ar
—x x
sin(arctan x) = — sin(arctan(—x)) = — = .
V1t (—z)2  V1+a?

3.5.20 Derivera y = arctan(az + b).

Kedjeregeln ger att

3.5.22 Derivera f(z) = zarcsin .

Produktregeln ger att

xT

V1—a2

f'(x) = (z) - arcsinz + z - (arcsinx)’ = arcsinz +

3.5.34 Finn ekvationer for de tva linjer som #r tangenter till y = arcsinz och har
lutning 2.

En linje med lutning 2 har en ekvation i formen
y=2x+m.

En sadan linje kan endast tangera grafen till y = arcsin = i punkter dér derivatan
ar 2,

1

y'(x) -2 2
Linjerna ska alltsa ga genom punkterna
(@,arcsin @) = (@, Z) respektive (—@,arcsin—@) = (-%,-13).

Vi far tva fall

1. m anpassas sa att linjen gar genom (73, %),

T \/g _ T
T=2-54+m =4 m—g—\/g.

2. m anpassas sa att linjen gar genom (—@, —%),

:2~(7§)+mm:f§+\/§.

wly



De tva linjernas ekvationer &r alltsa

y:2x7§+\/§.

\

[l

Forenkla arcsin % + arctan % sa langt som mojligt.

Satt

T = arcsin % + arctan %

Tag sinus av bada led och anviand additionsformeln for sinus,

sinx = sin(arcsin % + arctan %)

= sin arcsin £ - cos arctan % + cos arcsin

5

For att berdkna dessa uttryck ritar vi upp hjélptrianglar.

v50 1 cos arctan
arctan 1 i
7 7
0 3
arcsin % i
4
Alltsa ar
i 3. 7 L4 1 _
sInx = & 750 + 5 U85 =

=

3 . ginarctan 1.

o o

sin arctan %

(S

cos arcsin 2

s

Denna ekvation har 16sningarna

z=2+2n7 och z=3T 42w for alla heltal n. )

Om vi ater tittar pa (x) dr det uppenbart att det finns exakt en lésning och
inte odndligt manga som i (1). Eftersom vi tog sinus av bada led i (*) och sinus-
funktionen inte &r en-entydig var det i detta steg vi introducerade alla falska
rotter. Vi maste bestdmma vilket av alla tal i (1) som &r den riktiga roten.

Om vi betraktar virdeméngden for arcsin och arctan &r de [-7, 7] respek-
tive (—%,%). Summan x = arcsin2 + arctan i maste alltsd ligga i interval-

let (—m, 7). Detta utesluter alla punkter i (f) utom

3T

T = och T =T

i
4

En av dessa tva punkter &r fortfarande en falsk rot. Om vi dr lite noggrannare
ser vi att

3 1_1
0<5<1 och 0<7<§.
Eftersom bade arcsin och arctan dr stringt vixande &r

0< arcsin% < arcsinl = g och 0< arctan% < arctan% = %.

Detta betyder att

T T __ 3w
O<.’E<§+Z—T.

Detta visar att x = %Tﬂ ir en falsk rot. Svaret &r alltsa » = 7.



KTH 27 aug 87 Visa att

x—1
arctany/x2 — 1 = 2arcsiny/ ——

2x

for alla x > 1.

Sétt

-1
f(z) = arctan /22 — 1 — 2 arcsin 4/ x2 .
x

Vi ska visa att f(z) =0 for = > 1.
Vi ser att funktionen f dr kontinuerlig och deriverbar for z > 1. Dess derivata
ar

1 % 2 1 1-20—(z—1)-2
I+ (@2-1) 92/z2 -1 \/1 (x—l) 2\/9;—1 422
2x 2x

1 1 1
= = - :0.

x\/mQ—l \/SU+1 \/96—1.2362 V2 -1 zya?-1
2z

Alltsa dr f'(x) = 0 for © > 1 och detta ger att f dr konstant for x > 1.
Eftersom f(1) = arctan0 — 2arcsin0 = 0 har vi visat att

7@ =

fx)=0 for alla x > 1.

Anm. Om en funktion f har derivatan f’ = 0 i ett intervall [a,b] d& kan vi anviinda
medelvirdessatsen pa f i delintervallet (a,z) och fa att

f@)=fla)=fE@-a=0 = fl@)=f()

dér a < € < z varfor vi kan vara siikra pa att f'(¢) = 0.



Lektion 7, Envariabelanalys den 28 oktober 1999

Visa att funktionerna y; = e"'* och yo = ™", déir r; # ro, dr linjirt oberoende.

Vi ska visa implikationen

ayr + by, =0 = a=b=0.

Alltsa ska vi undersoka vilka lésningar a och b som ekvationen
ay1 + by =0 (%)

kan ha. Om y; och ys uppfyller identiteten (x) sa uppfyller de dven identiteten
vi far om vi deriverar (x),

ayy + byh = 0.
Vi har alltsa att

ayr +bys =0
0

ay; +by2 =0 &
e {ayieryé =

Ekvationssystemet har bara den trivial l6sningen a = b = 0 om determinanten
av systemmatrisen ar skild fran 0,

rit rot
e e
— r2e(r1+r2)t _ Tle(rl-i—rg)t

rit rot

’ Yyr Y2
Y Yo

re

= (rg — 1))t £,

ro€

Alltsa har (%) endast den triviala 16sningen, d.v.s. vi har visat implikationen

ay; + by =0 = a=b=0.

17.7.2 Finn den allménna lésningen till

y' =2y —3y=0.

Den karakteristiska ekvationen &r
r?—2r—3=0.

Kvadratkomplettering ger
(r—1)*-1-3=0 &

r=3 och r=-1.

Alltsé ér {e3!, et} en bas for 16sningsrummet, och den allménna 16sningen kan
dédrmed skrivas

y(t) = Ae* + Be ™,

diar A och B &r konstanter.

17.7.6 Finn den allménna l6sningen till

y//_2y/+y:0.

Den karakteristiska ekvationen &r
2 —2r4+1=0.
Kvadratkomplettering ger
(r—1)-1+1=0 & r=1 (dubbelrot).

Den allménna l6sningen &r

y(t) = (A+ Bt)e'.



17.7.10 Finn den allménna l6sningen till

y' — 4y +5y=0.

Den karakteristiska ekvationen &r
r? —4r +5=0.
Kvadratkomplettering ger
(r—2)?—4+5=0 & r=24i.
Den allménna l6sningen ar

y(t) = Ae?* cost + Be*' sint.

17.7.14 Los begynnelseviardesproblemet

Y’ +10y" + 25y =0,
y(1) =0,
y'(1) =2

Vi soker en l6sning till differentialekvationen som dessutom uppfyller de extra

villkoren i uppgiftstexten. Vi tar férst fram den allmédnna lésningen.
Den karakteristiska ekvationen &ar

r? +10r + 25 = 0.
Kvadratkomplettering ger
(r+5)*—254+25=0 & r=—5 (dubbelrot).
Den allménna l6sningen &r

y(t) = (At + B)e™ ™.

Vi ska nu anpassa A och B sa att begynnelsevirdena dr uppfyllda
0=y(1) = (A+ B>,

d
2=19y(1) = —((At+ B)e™™") = (—4A —5B)e™5.
dt t=1
Vi far ekvationssystemet
A+ B =0 A =2¢°
=
4A+5B = —2¢° B = —2¢5.

Alltsa ar 16sningen

17.8.2 Finn den allménna lésningen till

y//+y,—2y:I.

Den allménna I6sningen &r summan av en partikuldrlosning och 16sningar till den

homogena ekvationen.

HOMOGEN LOSNINGAR

Den karakteristiska ekvationen &r
r’4+r—2=0.

Kvadratkomplettering ger

(r+1/2)?-1/4—-2=0 N r=1 eller r=—2.

Alltsa ar den allménna I6sningen till den homogena ekvationen

yu(z) = Ae® + Be 2",



PARTIKULARLOSNING

Eftersom hogerledet &r ett forstagradspolynom ansédtter vi ett allmént
forstagradspolynom som partikulérlosning y-(z) = Cx + D.
Viénsterledet i differentialekvationen blir

Yl 4y — 2yp = 0+ C — 2(Cz + D) = (—2C)z + (C — 2D).

Identifikation av koefficienter med hogerledet i differentialekvationen ger

—2¢ =1 c =-1/2,
C—-2D =0 D =-1/4.

En partikuldrlosning ar alltsa

i3

ALLMAN LOSNING

Den allménna l6sningen till differentialekvationen ar

y(@) = yu(x) + yp(x) = Ae® + Be 2 — Ly —

P

17.8.8 Finn den allménna lésningen till

2z

y' Ay +dy=e

HOMOGEN LOSNINGAR

Den karakteristiska ekvationen &r
r’ +4r+4=0.
Kvadratkomplettering ger
(r+2?2—-4+4=0 & r=—2 (dubbelrot).
Den allménna l16sningen till den homogena ekvationen ar

yu(z) = (Az + B)e™2*,

PARTIKULARLOSNING

Eftersom hogerledet till differentialekvationen &r en 16sning till den homogena
ekvationen maste vi géra en ansats av typen

yp(x) = Cax™e 2%,

dar m viljs sd att 2™e 27 inte #r en losning till den homogena ekvationen. I

detta fall maste vi véilja m = 2. Vi ansétter alltsa
yp(x) = Cxe™ 2",
Vi far
Yl (r) = 2022 4 202%™ 2% (~2) = 2Ce™ **(z — %),
Y (x) = —4Ce 2% (x — %) + 2Ce 2 (1 — 2z) = 2Ce2*(1 — 4z + 227%).
Vinsterledet av differentialekvationen blir
Yl 44yl + dyp = 20e 27 (1 — 4o + 222 + 4x — 4a® + 22%) = 2Ce™ %",

Identifikation med hogerledet i differentialekvationen ger att C' = 1/2. Alltsa &r
partikulédrlosningen

1,2 -2
yp(r) = 527 ",
ALLMAN LOSNING

Den allménna losningen till differentialekvationen ar

y() =yu(x) +yp(r) = (A+ Br + %CCQ)e_Qx.



17.8.10 Finn den allménna l6sningen till

y' +2y +2y=e "sinz.

HOMOGEN LOSNINGAR
Den karakteristiska ekvationen &r
24+ 2r4+2=0.
Kvadratkomplettering ger
(r+1-14+2=0 & r=—14i.
Den allménna l6sningen till den homogena ekvationen &ar
yu(x) = Ae” " cosx + Be " sinx.
PARTIKULARLOSNING
Vi ska ansétta en partikuldrlosning av typen
yp(z) = 2™e *(Ccosx + Dsinx),

dér heltalet m ska véljas sa att ingen av termerna &r en 16sning till den homogena
ekvationen. I detta fall kan vi inte vilja m = 0 utan maste vilja m = 1. Vi
ansétter alltsa

yp(z) = ze % (C cosz + Dsinx).
Vi far att
yn(z) = e “cosz(C+ (—C + D)z) + e “sinz(D — (C + D)z),
yr(z) = e " cosz(—2Dx — 2C 4 2D) + e “sinz(2Cx — 2C — 2D).

Vansterledet i differentialekvationen blir
Y+ 2y, + 2yp = e “(2D cosx — 2C'sin z).

Identifikation med hogerledet ger att C = —1/2 och D = 0. Alltsa &r parti-
kulérlosningen

ALLMAN LOSNING

Den allménna losningen till differentialekvationen &r

y(x) =yu(x) + yp(r) = (A - %x)e_‘” cosz + Be Tsinz.

17.8.12 Finn den allménna losningen till

T

v+ 2% +y=xe "

HOMOGEN LOSNINGAR
Den karakteristiska ekvationen &r
4+ 2r4+1=0.
Kvadratkomplettering ger
(r+1)2—-14+1=0 & r=—1 (dubbelrot).
Den allménna l6sningen till den homogena ekvationen &ar
yu(z) = (A+ Bx)e ™.
PARTIKULARLOSNING
Vi ska gora en ansats av typen
yp(x) = 2™e " (Cx + D),

dér heltalet m ska véljas sa att ingen av termerna &r en 16sning till den homogena
ekvationen. I detta fall maste vi vélja m = 2. Vi anséitter alltsa

yp(z) = e (Ca® + Da?).
Vi far att

e *(Ca® + (—=3C + D)z? — 2Dx),
yh(z) = e *(Ca® + (6C + D)a* + (6C — 4D)x + 2D).

<
N~
—
&
|



Vansterledet i differentialekvationen blir
ye + 2y, +yp =€ " (6Cz + 2D).

Identifikation med hégerledet ger att C = 1/6 och D = 0. Alltsa &r partikulér-
16sningen

ALLMAN LOSNING

Den allménna I6sningen till differentialekvationen &r

Y(@) = yu(2) + yp(x) = (A+ Ba + ga’)e ™.

En massa m hinger i en fjdder och i
en dampare, med konstanter k respekti- x
ve c. Stall upp massans rorelseekvation och
bestdm massans rorelse da den utsétts for en
yttre periodisk kraft

F(t) = Fo cos(wit).

Newtons kraftlag ger oss rorelseekvationen
mi + ct + kx = —F(¢),

ddr x dr massans ldge pa den vertikala koordinataxeln (med lampligt val av
nolldge). Vi delar med m och infor nya omskalade koefficienter

i+ 200 4 wix = f(t).

Vi loser nu denna differentialekvation.

HOMOGEN LOSNING
Om vi antar att dimpningen #r liten (§ < wg) sa dr den homogena 16sningen
Ty(t) =e 0 (Acoswt + Bsinwt),

dir w = \Jwg — 62 kallas for egenvinkelfrekvensen.
Eftersom § > 0 kommer den homogen l6sningen ganska snabbt att avklinga och
do ut. Den homogena lésningen beskriver alltsa en transient, évergaende rorelse.

PARTIKULARLOSNING

Eftersom hogerledet dr f(t) = fo cos(wit) ansitter vi
xp(t) = Ccoswit + Dsinwit.

Efter en del réknande far vi att

xp(t) =

.fO 2 2 .
=22 1 (20w (w§ — w?) coswit 4 20wy sinwit

Detta uttryck kan vi med hjalp av formeln

a cosx + b sinx = /a2 + b2 cos(x + )

skriva om till

fo
V(wg —wi)? + (20w)?

cos(wit + )

dér v &ar en fasforskjutning.

Beroende pa vilken vinkelhastighet w; som den yttre kraften har, varierar mass-
klumpens amplitud,

| fol
V(g —w?)? + (20w1)?

A(wr) =




Ritar vi upp ett diagram av amplitudens beroende av w; fas typiskt diagrammet

A(wr)

A

| fol /w1

» W1

Wmax

Amplituden antar ett maximalt virde vid den s.k. resonansfrekvensen wpya.x =

Vwg — 262,

Ett enkelt exempel pa ett bandpassfilter ar serie-

resonanskretsen till hoger. En inspénning ui, matas ~,
uppifran och nertill far vi en utspanning wu.
Bestdm hur utspanningens amplitud beror pa fre- R
kvensen av en inspénning som &r en sinusformad
vixelspanning.
L %
Vi infor en strém ¢ som genomldper kretsen och C
(|
41 = spédnningen Over resitorn R, I
us = spanningen Gver spolen L.
~v
Resistorn, spolen och kondensatorn uppfyller
sambanden
di du
up =R-17, wus=L— och i=C—.
! 7 dt
Ur dessa ekvationer far vi att
di d?u du
up=L— =LC— och wu; =Ri=RC—.
2T d? ! dt

Kirchoffs spinningslag ger att
Uiy, = U Ccoswt = uy + us + u,
vilket betyder att u uppfyller differentialekvationen
LC i+ RC %+ u = G coswt.

Vi vet fran mekanikexemplet att den homogena l6sningen representerar en tran-
sient spdnning som kommer snabbt att avklinga. For att bestamma partikulér-
l6sningen ansétter vi

up(t) = Acoswt + Bsinwt.

Efter en hel del rdkningar far vi att

o(0) = : L 7 s
up(t) LC((LCW2)2+(];)2> <(LC w)coswt—i— sinwt
= - L - cos(wt + 7).
ey () + (5)
Utspédnningens amplitud &r alltsa
il Alw)

Alw) =

1 2 R 2
oy (ze =) +(z)
\/ e “) "1
Om vi plottar amplitudens beroende av w
far vi diagrammet till hoger. |4 1
Notera att det huvudsakligen &r fre-
kvenser kring wy som forstdrks me-

dan andra frekvenser ddampas. Detta ar

forklaringen till namnet bandpassfilter. ; W
Wo
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4.2.6 Bestim om funktionen f(z) = x? — 1, definierad i intervallet (2,3), har nagra
lokala eller globala extremvérden, och finn i sadant fall dessa.

Ett lokalt extremviirde kan antas i nagon av foljande punkter:
1. kritiska punkter,
2. punkter dar funktionen inte ar deriverbar,
3. &ndpunkter som tillh¢r intervallet.

Vi undersoker dessa fall.

1. Kritiska punkter &r de punkter dir derivatan &r noll,
fllx)y=22=0 & z=0.
Eftersom = = 0 inte tillhor definitionsméngden finns inga kritiska punkter.

2. Derivatan f’ ér definierad i hela intervallet (2, 3), och dérfor finns inga punk-
ter dar f inte dr deriverbar.

3. Andpunkterna 2 och 3 tillhér inte intervallet.

Alltsa finns inga punkter dar ett eventuellt lokalt extremvirde skulle kunna antas.
Lokala extremvirden saknas!

Eftersom det inte finns nagra lokala extremvirden finns heller inga globala
extremvarden.

4.2.14 Bestdm om funktionen f(x) = |2? — x — 2|, definierad i intervallet [—3, 3], har
nagra lokala eller globala extremvérde, och bestdm dessa.

De punkter som &r aktuella som lokala eller globala extrempunkter ar

1. kritiska punkter,
2. punkter dér funktionen inte ar deriverbar,
3. dndpunkter som tillhor intervallet.
Vi undersoker dessa fall.
1. Vi har att
f(z) =sgn(z? — 2 —2)- (2 — 1).

Den forsta faktorn ér aldrig noll, medan den andra faktorn &r noll i z = 1/2.
Derivatan &r noll i z = 1/2.

2. Beloppsfunktionen ér deriverbar 6verallt utom i punkter dar dess argument
ar noll, d.v.s. utom i punkter dar

-2 —-2=0 & r=—-1 eller z=2.
3. Andpunkterna x = —3 och = = 3 tillhor intervallet.
De punkter som ar kandidater till att vara extrempunkter &ar alltsa

-3, =1, 1/2, 2 och 3.

For att bestdmma om dessa punkter &r lokala max-, min- eller terasspunkter
undersoker vi hur derivatans tecken varierar i intervallet.

r= -3 -1 1/2 2 3
sgn(z? —z—-2) + + - — - + +
22 -1 - — - - 0 + + + +

fl(xz) - - + 0 - + +

flx) 100N 0 94N 0 / 4

Ur tabellen kan vi avlasa svaren.

Lokalt min: 0 iz=-1ochax=2.
Lokalt max: 9/4 iz=1/2,
4 ix=3,
10 ix=-3.
Globalt min: 0 ixz=-1ochx=2.

Globalt max: 10 ixz=-3.
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16z —z? for 0<z <4,
- |

—6x —x? for —6<z<0.

Bestam storsta och minsta virdet av f pa intervallet —6 < x < 4.

Eftersom intervallet dr slutet och funktionen &r kontinuerlig har funktionen f ett
storsta och minsta vérde, och dessa dr dessutom lokala extremvirden.
Ett lokalt extremvérde kan antas i nagon av foljande punkter:

1. kritiska punkter,
2. punkter dir funktionen inte &r definierad,
3. andpunkter som tillhor intervallet.
Vi undersoker dessa fall.
1. Derivatan av f &r

, 16 —2x for O0<xz <4,
f'(z) =
—6—2x for —6<z<0.

Uttrycket 16 — 2z &r noll da « = 8, som ligger utanfor intervallet (0,4).
Uttrycket —6 — 2z ar noll da x = —3.
Alltsa ar x = —3 en kritisk punkt.

2. Funktionen f ges av polynomuttryck varfér f &dr deriverbar i de 6ppna del-
intervallen. I fogen x = 0 mellan uttrycken har vi att

FL0) = lim f(x) = Tim (=6 —22) = 6,

r—0~

fi(0) = lim f(z) = lim (16 —2x) = 16.

z—0+ z—0+
Eftersom f (0) # f'(0) &r f inte deriverbar i x = 0.
3. Andpunkterna &r —6 och 4.

For att bestdmma om dessa punkter dr lokala max-, min- eller terasspunkter
undersoker vi hur derivatans tecken varierar i intervallen.

f(x) 0 /! 9 . 0 48

Ur tabellen kan vi avlisa svaret.
Storsta virde: 48 ix =4,

Minsta vérde: 0 ix=-—6ochx=0.

4.2.26 Bestdm och Klassificera alla lokala extremviérden till f(z) = %7 . Bestdm om
nagot av dessa extremvirden dr globalt. Skissera grafen till funktionen f.

Ett lokalt extremvérde kan antas i nagon av foljande punkter:
1. kritisk punkter,
2. punkter dér funktionen inte ar deriverbar,
3. dndpunkter som tillhor intervallet.

Vi undersoker dessa fall.

1. Vi har att

1— a2

—_— = =+1.
(1+22)2 v

=0 &

f'(z)

2. Derivatan f’ dr definierad 6verallt.
3. Eftersom f dr definierad pa hela tallinjen saknas #ndliga &ndpunkter.

De enda mojliga kandidaterna &r x = —1 och x = +1.
For att klassificera dessa punkter undersoker vi hur derivatans tecken varierar
i intervallet.

T = -1 +1
1-22 - 0 4+ 0 -
e 0+ + +

fl(z) - 0 + 0 -

fle) N =12 7 12 N\



Ur tabellen kan vi avlisa att

lokalt min: — i punkten z = —1,

1
2
lokalt max: % i punkten z = +1.
For att kunna avgora om dessa punkter dven dr globala extrempunkter maste vi

undersoka grénsvirdena

A )= i =0
zErPoof(x) - zErPoo 2+ 1 -
Vi ser ddrmed att
globalt min: —% i punkten z = —1,
globalt max: % i punkten z = +1.

Vi ritar in extrempunkterna och att funktionen gar mot 0 da z — +oo.

Y

Vi vet fran teckenstudiet av f’ att f &r avtagande for z < —1, viixande for —1 <
x < 1 och avtagande for 1 < z. Det dr déarfor bara att fylla i mellanrummen ovan.

En viktig detalj att notera &r att funktionen &r udda (f(—z) = —f(z)) och
déarfor anti-symmetrisk kring y-axeln.

4.2.30 Bestdm och klassificera alla lokala extremvérden till f(z) = x 4 sinz. Bestdm
om nagot av dessa extremvérden &r globalt. Skissera grafen till funktionen.

Ett lokalt extremvirde kan antas i nagon av foljande punkter:
1. kritiska punkter,
2. punkter dér funktionen inte ar deriverbar,
3. andpunkter som tillhor intervallet.
Vi undersoker dessa fall.
1. Vi har att

f(x)=1+cosz =0 & x=(2n+1)r for alla heltal n.

2. Derivatan f’ ér definierad 6verallt.
3. Andliga #indpunkter saknas.
Eftersom cosz > —1 for alla  # (2n + 1) dr
f(z)>0  forallaxz# (2n+ 1),
och punkterna {(2n + 1)7} &r terasspunkter.

lokalt min:  saknas

lokalt max: saknas

Eftersom det saknas lokala extremvérden och definitionsméngden &r obegriansad,
sa saknas globala extremvérden.

globalt min:  saknas

globalt max: saknas
Eftersom sinus-funktionen &r 2m-periodisk &r
flx+27) =2z + 27 +sin(x + 27) = + 27 + sinx = f(z) + 27.

Detta samband betyder att grafen till f har exakt samma utseende pa interval-
len ((2n — 1), (2n + 1)7) men olika hdjd.



Funktionen dr vixande och har terasspunkter i {(2n + 1)x}. 2. Derivatan f’ &r definierad 6verallt.

Y 3. Andliga #ndpunkter saknas.

Vi bestammer punkternas karaktéir genom att studera derivatans tecken i olika
intervall. Vi tar ocksa med grinsvirdena da x — 400 eftersom dessa behévs nér
vi ska bestdmma globala extremviérden.

r= —00 —1 +1 o0
P 22 -1 + 0 - 0 +
41 + o+ + o+ 4+
1 (x) + 0 - 0 +

flx) —oo /1427 N\, 1-2% 00

Ur tabellen kan vi avlisa extrempunkterna och deras typ.

Lokalt min: 1—7% ipunkten z =1
Lokalt max: 5 —1 1ipunkten z = —1.
Globalt min:  saknas.

Globalt max: saknas.

Vi ritar in extrempunkterna. Eftersom vi vet funktionens lokala beteende kring

- ) B . dessa punkter och dess beteende da x — +oo far vi figuren
4.2.32 Bestdm och klassificera alla lokala extremvérden till f(z) = z — 2arctanz.

Bestdm om nagot av dessa extremvirden &r globalt. Skissera grafen till funktionen. Yy

Ett lokalt extremvérde kan antas i nagon av foljande punkter:

1. kritiska punkter,
Sedan aterstar bara att fylla i mellanrummen dér funktionen &r monoton. Funk-

2. punkter dir funktionen inte dr deriverbar, tionen ir dessutom udda.

3. dndpunkter som tillhor intervallet. Y
Vi undersoker dessa fall. T
+ > T
1. Vi har att
2 21
fllxy=1- =7 =0 & x==+1.



4.2.36 Bestdm och klassificera alla lokala extremvérden till f(x) = 2%e~*". Bestdm
om nagot av dessa extremvérden &r globalt. Skissera grafen till funktionen.

Ett lokalt extremvirde kan antas i nagon av féljande punkter:
1. kritiska punkter,
2. punkter dir funktionen inte &r deriverbar,
3. dndpunkter som tillhor intervallet.

Vi undersoker dessa fall.

1. Vi har att
f(z) =2z e 422 (—29U)e_“”2 =2z(1— 1‘2)6_‘"”2 =0
& x=0 eller ==l
2. Derivatan f’ &r definierad 6verallt.
3. Andliga @ndpunkter saknas.

Vi bestdammer punkternas karaktdr genom att studera derivatans tecken i olika
intervall.

r= —o0 -1 0 +1 00
2z — — — 0 + + +
1—22 - 0 + + + 0 -
e + 0+ o+ o+ o+ o+ 4+
f(z) + 0 — 0 + 0 —
fx) 0 Jooeh N 0 et N 0
Ur tabellen kan vi avldsa extrempunkterna och deras typ.
Lokalt min: 0 1ipunkten z = 0.
Lokalt max: e~ ! i punkterna z = —1och z = 1.
Globalt min: 0 ipunkten z = 0.

Globalt max: e~ ! i punkterna z = —1 och z = 1.

Vi ritar in extrempunkterna. Eftersom vi vet funktionens lokala beteende kring
dessa punkter och dess beteende da x — +oo far vi figuren

Y

‘ + > X

Sedan aterstar bara att fylla i mellanrummen dér funktionen &r monoton. Funk-
tionen &r dessutom jamn, d.v.s. symmetrisk kring y-axeln.

Y

4.2.42 Bestiim och klassificera alla lokala extremvirden till f(z) = (z—1)%/%—(241)%3.
Bestdm om nagot av dessa extremvarden ar globalt. Skissera grafen till funktionen.

Ett lokalt extremvirde kan antas i nagon av foljande punkter:

1. kritiska punkter,

2. punkter dar funktionen inte &r deriverbar,

3. andpunkter som tillhor intervallet.
Vi undersoker dessa fall.

1. Vi har att

fla)y=2@-1)"3 - 2@+1)"3 =0
& (z—1)"3 = (z+1)71/3, (%)

3

Eftersom funktionen x — x~/3 dr monoton kan inte (*) ha nagon l6sning.



2. Funktionen z — z2/3 &r deriverbar utom i = 0. Darfor #r funktionen f
deriverbar utom i x = —1 och x = 1.

3. Andliga #ndpunkter saknas.

Precis som tidigare ska vi nu gora en tabell 6ver derivatans tecken. Vi far dock
lite problem med grénsvirdena lim,_, 1 f(x) som kriver en liten extra insats
for att bestdmmas.

Det ena gransviardet som vi ska berdkna &r
lim [(x 1) _(z+ 1)2/3]

Tr— 00

Eftersom termerna i differensen har exponent 2/3 #r det ingen mening att
anvéanda det vanliga tricket med konjugatforlingning; vi skulle bara fa en dif-
ferens mellan termer med exponent 4/3. Istillet anvéinder vi formeln

a3 _ b3

a? + ab+ b2
for att fa bort tredjedelen fran exponenterna. Vi far att griansvérdet blir

(o= 17— (@ +1)?

a® — b = (a—b)(a® + ab + b?) & a—b=

I
vmoo(z — )3 (z — 1)23(z + 1)2/3 + (z + 1)3/3
i —4x
= lim
= (= )T (- DT DT ()
-4 1 )
iy oo Rl A
Pa samma sitt fas att
lim f(z)=0.
Tabellen 6ver derivatans tecken blir
r= —0o0 -1 +1 00
/') - - ¥

fl@y 023N =228 )
Ur tabellen kan vi avlidsa extrempunkterna och deras karaktér.
Lokalt min: —22/3  { punkten z = 1.
Lokalt max:  +22/3 i punkten z = —1.
Globalt min:  —22/3 i punkten z = 1.
Globalt max: +22/3 i punkten z = —1.

Funktionen z + x/3 har en neratvind spets i z = 0. Dérfor har f(z) ”spetsar”
vid x = —1 och z = 1.

Det aterstar bara att fylla i mellanrummen dér funktionen &r monoton. Funktio-
nen ar ocksa udda.

4.2.44 Bestdm och klassificera alla lokala extremviirden till f(z) = z — /3. Bestdm
om nagot av dessa extremvérden &r globalt. Skissera grafen till funktionen.

Ett lokalt extremviirde kan antas i nagon av foljande punkter:
1. kritiska punkter,
2. punkter dar funktionen inte ar deriverbar,
3. dndpunkter som tillhor intervallet.

Vi undersoker dessa fall.

1. Vi har att

I
wl-l—
sk

flae)y=1-12723=0 & x



2. Derivatan f’ ér odefinierad i z = 0.

3. Andliga #ndpunkter saknas.

For att bestdimma gransvirdena lim, 4. f(z) anvénder vi samma algebraiska
trick som i uppgift 4.2.42.

3

. ] r
S ) = B
1— 1
= lim z- lim ’ = +oo.

r—Fo0 z—+o0 1 + r—2/3 + r—4/3

Vi bestdmmer punkternas karaktir genom att studera derivatans tecken i olika
intervall.

_ 1 1

z= —00 v 0 W3 -
1 (x) + 0 - -0 - 0 +
fl@) -0 /2= N 0 N\ 3% /S

Ur tabellen kan vi avldsa extrempunkterna och deras typ.

e 2 — 1
Lokalt min: 55 | punkten x = 53
I

Lokalt max: +% i punkten z = 33

Globalt min: —% i punkten x = EVEE

Globalt max: + i punkten z =

_2_ 1

3v3 3v3°

Vi ritar in extrempunkterna. Eftersom vi vet funktionens lokala beteende kring
dessa punkter och dess beteende da x — +oo far vi figuren

Y

A~

Sedan aterstar bara att fylla i mellanrummen. I punkten z = 0 har funktionen
en lodrit tangent. Dessutom &r funktionen udda.

Y

A~

4.3.26 Klassificera de kritiska punkterna till

f(m):er;

genom att anvinda andraderivatan.

De kritiska punkterna ges av

8
f’(x)El—on & x=2.

24
Vi har att f"(z) = = > 0 for alla z, varfér © = 2 ér en lokal minimipunkt.
x



4.3.28 Klassificera de kritiska punkterna till

x
flx) = o
genom att anvinda andraderivatan.
De kritiska punkterna ges av
1-27 —x-2%log2  1—=xzlog2 1
"(z) = = =0 & =
F(@) 92z 9z T g2

Vi har

Fi) = = log2 - 2% — (12—211' log?2) - 2% log 2

log 2
" _
f (2)__21/10g2 <0

vilket betyder att x = 2 &r en lokal maximipunkt.

4.3.32 Klassificera de kritiska punkterna till
fla) = (2 — 4)?

genom att anvinda andraderivatan.

De kritiska punkterna ges av
fl(x)=2(2*—4)-22=0 = x=-2, =0 eller z=2.
Vi har att f”(z) = 1222 — 16 varfor

f'(=2)=24-16=8>0 = lokal minimipunkt,
f7(0) =-16<0 = lokal maximipunkt,
f'(42)=24-16=8>0 = lokal minimipunkt.
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4.7.4 Finn linjariseringen av y = v/3 + 22 i punkten z = 1.

Linjariseringen har ekvationen

Eftersom
Y
y(l) = \/Z =2, T
d
y'(1) = —v3+a2 )
dx w1 -
V3+a2le=1 2 .
> T
blir ekvationen 1
L(z)=3(z—1)+2
4.7.6 Finn linjiriseringen av y = 1/4/z 1 punkten = = 4.
Linjariseringen har ekvationen
L(z) =y(4) +y' (4)(z — 4).
Eftersom
Y
y(4) =1/Vi=1/2,
d 1 -3 1
"(4) = — — -2 -
VYW= El T T e
> T

blir ekvationen

4.7.16 Anvind en lamplig linjirisering for att bestimma en approximation av
virdet /47.

Bestdm felets tecken och skatta dess storlek. Anviand denna information for att
bestidmma ett intervall som helt sikert innehéller virdet /47.

Det verkar naturligt att anvinda funktionen f(z) = +/z. Vi ska alltsa

bestdimma f(47). I den nérbeligna punkten = = 49 vet vi fis exakta

varde, f(49) = 7. Vi viljer dédrfor att linjérisera f kring punkten z = 49.
Linjériseringen blir

L(z) = f(49) + f/(49)(z — 49) = 7+ L (z — 49).
Ett approximativt virde pa /47 &r alltsa

LAT) =T+ & - (-2) = £ ~6,85714.

Felet i approximationen ges av uttrycket

@(m—ZLQ)Z,

dir z < £ < 49. For x = 47 har vi alltsa att felet &r
2
4EVE

Vi ser att f”/ < 01 intervallet (47,49) sa feltermen &r alltsa negativt.
Vidare ser vi ocksa att f” #r en vixande funktion varfor vi har att

2f"(¢) =

1 —1
1! < 1! 49 — — ,
7€) < f"(49) 110 Jio 1372
1 1 1
"E) > (A7) = > -
P& > 140 = 7 > T s 1176
Alltsa ar
1 1
o 2 1! -
ss < 20 < 555



Felet ligger alltsa inom intervallet (%, %) och dédrmed ligger det sanna vérdet
av /47 inom intervallet

VAT € (L(T4) + 555, LUAT) + 555) = (£ — 55, 2 — L) ~ (6,85544; 6,85568).
Jamfor detta med det sanna virdet

VAT = 6,85565 - - -

4.7.22 Anvind en lamplig linjérisering for att bestdmma ett approximativt vérde
av sin 33°.

Bestdm felets tecken och skatta dess storlek. Anvidnd denna information foér att
bestdmma ett intervall som helt siikert innehaller virdet sin 33°.

Satt
f(z) =sinz.

Vi ska bestdmma f(33°). Den nédrmsta punkt vi vet det exakta virdet pa f
dr x = 30°. Vi linjdriserar kring denna punkt

L(z) = f(§) + f(§)x = §) = F(z = §) + 5.

Ett approximativt virde pa sin 33° = sin(%ﬂ) ar alltsa

L( 33 7T) \/g(ﬁﬂ_lﬂ—)_k

1 o
180 2 \180 6 5 & 0,54534.

Den linjéra approximationen uppfyller sambandet
33 _ " 1,\2
F(567) = L(57) + 5./ (37 — §7)
dar 1 sT<E< 1807r For att skatta feltermen behover vi alltsa bestdmma

" (x) = —sinz.

Vi ser att f” < 0 i intervallet ( T, %w) varfor felet #r negativt.
33

Eftersom sinusfunktionen &r vixande i intervallet ( m, ﬁ”) ar f” avtagande
i samma intervall och vi har att

f (§)>‘f’/(180 ) —Sln(1‘3830 )>—Sin%:_%7
7'(&) < J" () = —sin g = —3.

Alltsa ar

2\1f(1gsso7r__ )

3 /(&) (5567 — %77)2 <—5(5%m— %W)Qv
eller med siffror och avrundat
~9,6920- 107 < Lf(€) (57 — §m)” < —6:8530 - 107
Dérmed ligger det sanna vérdet av sin 33° inom intervallet
sin33° € (L({5m) —9,6929 - 10~ L({m) —6,8539 - 10~ %)
~~ (0,5443757; 0,5446596).

Jamfor detta med det sanna véardet sin 33° = 0,5446390 - - -

4.8.2 Bestdm Taylorpolynomet till cos z av grad 3 kring punkten z = 7 /4.

Taylors formel siager att
Py(a) = f(a) + f'(a)(x — a) + 5 f"(a)(z — a)® + 5 [ (a) (2 — a)?,
dér a = m/4. Vi behover alltsa berikna

f(m/4) =cos T = %,

d 1
f(m/4) = 7 C05% /1 —sin § ~
d 1
4 ——smx =—cost=——,
( / ) z=7/4 4 \/5
1
" (m /4 ——COS:E =sinT = —.
[ (m/4) = i i= 7



Vi far att
Ps(z) = L(1 —(z—1im) L@ —-in)? 4+ Yo — l71')3)
3 V2 1 2 4 6 1
3 v =Pyx)
T LY =CoST

1

4.8.6 Bestdm Taylorpolynomet av grad n till 53—

kring punkten x = 1.

For att bestdmma Taylorpolynomet av grad n kring x = 1 beh6ver vi bestimma
derivatorna

f), (),
Med ett induktivt resonemang far vi att (se anteckningarna till gruppstudium 7)

(—1)* &!

F7D(1) och fM(1).

FO () =

I punkten x =1 fas speciellt

_1)k
F®) = ( 321k!-

Taylorpolynomet blir

" (n)
Pote) = 1)+ PO -1+ T @ g Wy
1 I O
———ﬁ(x—1)+3—3(z—1)2— +3n+1 (x—1)

4.8.8 Anvind Taylorpolynomet av grad 2 till f(z) = /z kring punkten z = 64 for att
approximera /61. Skatta felet och skriv upp det minsta intervall som sékert innehaller
det sanna vérdet.

Taylors formel av grad 2 kring = = a lyder

1/ "
1) = f(@) + @) —a) + T2 @ a2+ T gy
déar £ ligger mellan a och x. T vart fall ar
f(z)=+x och a=64.
sa vi behover forst bestdimma
f(64) = V64 = 8,
d 1 1
"64) = — _ = _ =
7169 dzx v o6t 2V gy 167
d 1 1 1
" 4 = — e —— e —
17(64) dr 2¢/x |,_g, 4T |, g4 2048’
d 1 3 3
"= | " &E | R
=& =&
Alltsa &r
1
VI =8+ (z—64) — dos(z — 64)> + 165—5/2(:,: — 64)°.

Om vi sétter = 61 och ignorerar resttermen sa far vi approximationen
V61 ~ 8+ (61 — 64) — 5b5(61 — 64)% ~ 7,81030.

Istéllet for att géra en noggrann underskning av resttermens tecken och dess
storlek gor vi en ganska grov skattning. Vi vet att 61 < £ < 64 och dérfor ar

1 1 1
=|——7(-3)% < 3% <
16 - £5/2 (=3) 16 - 615/2 16 - 612 - /49

| R3(61)] -3% 56,48-107°.

Vi kan darfor sidga att

V61 € (7,81030 — 6,48 - 1077; 7,81030 + 6,48 - 10°) ~ (7,81023; 7,81037).



Detta kan jamforas med det sanna vérdet I feltermen vet vi att 0,97 < £ < 1, varfor vi kan skatta feltermen till

V61 = 7,81024967 . .. 13621

1 3-12—-1
|R3(0,97)] = NGESIE

0,03 < - —————.0,03° £ 247-107°.
’ 3(0,9724+1)3 7 ~T
Anm. Om termerna har alternerande tecken i Taylorserien kan man visa att felet alltid

Vi kan déarfor sdga att
dr mindre &n beloppet av den foérst forsummade termen (se sats 9.4.15, sid 549).

arctan 0,97 € (0,770173 — 2,47 - 107%; 0,770173 + 2,47 - 107°)
~ (0,770170; 0,770176).

Detta kan jamforas med det sanna vérdet

arctan 0,97 = 0,770170914 - - -

4.8.10 Anvind Taylorpolynomet av grad 2 till f(z) = arctan x kring punkten x = 1 f6r
att approximera arctan 0,97. Skatta felet och skriv upp det minsta intervall som sékert
innehaller det sanna vérdet.

Taylors formel av grad 2 kring = = a lyder

f"(a) f"(E)
f(z) = f(a) + f(a)(z —a) + = (2 = a)® + (@ a)’,
dér £ ligger mellan a och x. I vart fall med f(z) = arctanz och a = 1 &r 4.8.20 Bestéim Taylorpolynomet Ps(z) till e kring punkten = 0.
fQ) =7/4,
d 1
f'(1) = — arctanz =— =1/2, _ ) )
dx R O Al Taylorutvecklingen for e* kring « = 0 lyder
d 1 —2x
"1y = =2 _ -1 2’ = 1 1 1
Q) del+a22|,_, (1+22)?|,_, / e :1+x+5x2+§x3+ﬂx4+0(x5).
d —2x 2(322 — 1) 2(3¢2 - 1)
7€) = %m _1 = m i = W Om vi ersétter  med —z2 i formeln ovan far vi att
Alltsa dr e =1-2+ izt - 120 + L% 4+ O(2™).
w1 1 2, 1381 3 Entydighetssatsen for Taylorpol tt
arctanz = § + 5(x — 1) — 3(z —1)* + gm(:v —1)°. ntydighetssatsen tor laylorpolynom ger a
_ 2,1.4_ 1,6, 1.8
Om vi séitter x = 0,97 och ignorerar resttermen sa far vi approximationen Py(z) =1 —a" 4 52" — ga° + 572°.

arctan0,97 ~ T + 1(0,97 — 1) — 1(0,97 — 1)* ~ 0,77017.



4.8.22 Bestdm Taylorpolynomet Ps(z) till sinz kring punkten z = .

Vi skriver om funktionen med hjilp av trigonometriska formler
sing = sin((x — 7) + ) = sin(z — 7) - cos 7 + cos(z — ) - sinT = —sin(z — 7).

Sétter vi s = & — 7 ska vi alltsa Taylorutveckla —sin s kring s = 0,

3 5
sinx = —sins = —(s— §+ % +O(s7)>
=—(z—m)+ %(xfw)?’ - ﬁ(l’*ﬂ')‘% +0(z —7)7.

Entydighetssatsen for Taylorpolynom ger att

Ps(x)=—(x—m) + %(I*T()S — %O(:E 77‘()5.

4.8.29 Vilken &r den bista 2:a gradsapproximationen till f(z) = (z —1)? kring = 0?
Hur stort &r felet i denna approximation?

Besvara samma fragor for g(x) = 2°+22°+3xz+4. Kan konstanten + = 4, i resttermen
fér andragradsapproximationen forbéttras (géras mindre)?

Eftersom f kan skrivas som
flx)y=1-2z+2>=1-22+2%+0(2®)
ger entydighetssatsen {6r Taylorpolynom att Taylorpolynomet Py (z) till f ér
Py(z) =1 — 22 + 22

Eftersom Py (z) = f(x) dr felet 0.

Funktionen g kan skrivas som
g(x) = 4+ 3z + 22° + O(2?).
Taylorutvecklingens unikhet ger att Taylorpolynomet Ps(z) till g ér
Py(x) = 4 4 3z + 22°.

Resttermen i Taylorutvecklingen &r

Eftersom ¢"”’(x) = 6 blir restermen
Rs(x) = 2.
Vi ska jamfora detta med det exakta felet
g(x) — R3(x) = 2.

Resttermen R3(x) ér alltsa lika med det exakta felet, och da finns inte rum for
nagon forbéttring av feluppskattningen.

Bestdm Taylorpolynomet Ps(z) till e® cos z kring punkten punkten z = 0.

Antag att vi vet Taylorutvecklingen av e” och cosz i x =0,
e’ =1+az+ 2>+ 22° + O(2?),
cosz =1— 2% + O(z*).
Da ér
e’ cosx = (1 +x+432° + L2t + O(a:4)> (1 — 127+ O(:c4))

= {270(™) = 0(z™™); OEM0(™) = 0™}

=1+2x— %z‘g + O(x*).
Entydighetssatsen for Taylorpolynom ger att

Py(z) =14z — $a°.
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Visa att sinz = O(z) da = — 0.

Vi ska visa att det finns ett C' > 0 sa att

|sinz| < Clz| for alla z i en punkterad omgivning av 0. (%)
Eftersom
i
lim >0 =1
r—0 X

sa vet vi fran griansvirdesdefinitionen att
sinx " . o
1—-e<——<1+4¢ f{orallazien punkterad omgivning av 0,
x

vilket ger speciellt att

sinx

[sinz| < (14 ¢)|z|

‘Sl-i-s o
X

i en punkterad omgivning av 0. Darmed har vi visat (x).
Anm. Alltsa duger C = 1 + ¢ som konstant, men omgivningens storlek far vi inte

fram med ovanstaende resonemang. Vi vet iallafall att det finns en omgivning dér (x)
ar uppfylld, och det récker i denna uppgift.

Visa att e” = 1+ 2 + O(x?) dd 2 — 0.

Om vi Taylorutvecklar e® i punkten x = 0 far vi
ef=14+xz+ %efo,

dar & ligger mellan 0 och z. Eftersom x +— e® dr en vixande funktion sa r
resttermen

|%e£x2| < %ema"{o’m} a?| < Let |2 for alla |z] < 1.

Alltsé #r resttermen O(x?) och vi kan skriva
e =1+z+0(?) daxz— 0.

Anm. Egentligen récker det med att konstatera att %eg dr begransad for £ néra 0.

Ar e® = O(2'%) da & — oo?

Vi ska underscka om det finns ett C > 0 och ett N > 0 sa att
le”| < C|2'°| for alla z > N. (%)

Om detta vore sant skulle
T

lim < < lim C = C < co.

z—o0 10 T—00

Men eftersom vi vet att

T
lim — =
T— 00 {1;‘10 ’

s& kan inte (*) vara uppfylld, d.v.s.

e” # 0(x'%) da z — oo.



Visa att 4.9.4 Berdkna lim 71 cosax
2—0 1 — cosbz

(z4+14+0(2))" =ex” + O™ ") daz — occ.

Vi Maclaurinutvecklar,

I varje steg anvdnder vi antingen rdknereglerna for ordo, Maclaurinutveckling I 1 —cosax . 1- (1 — %a2x2 + O(a?4))
eller en vanlig omskrivning, sa fundera noga &ver varje likhet. 2501 — cosbr w01 — (1—1b222 + O(a?))
1,22 4
x z +0
(z+1+0(2)) = exp(a: log(z + 1+ O(%))) = lim 3@ + 0@ = {forkorta med z%}

z—0 %b%Q + O(z?)

= lim —%az + O(xz) = o

= exp(xlogsc +zlog(1+ 1 + O(%z)))

=" ~exp(m10g(1+%+0(gﬂ%))> ;) %b2+0(x2) 2
zxr~exp( ( +O(5 )))
_xz.exp(l—i—O ) -exp(1 eXp(O(%))

:exm(l—i-O(%)) = ex® + O(z"1).

213 _ 1

4.9.6 Beridkna hm 1

4.9.2 Beriikna lim w. I detta exempel ser vi att ndmnaren kan faktoriseras sa att téljaren kan forkortas
e>2 a?—4 bort,
131 31 1
x x
lim ———— = lim = lim ——— =1/2.
Vi anviinder 1'Hopitals regel, e—1x2/3 =1  a=1 (23 = 1)(x?/3+1) 2—121/8+1
2

. lOg(ZT . . 2x—3

lim ————— I’'Hépital 1} = lim =——~ =1/2.

lim = = {2; I'Hopitals regel } Lim = /

Egentligen &r vart skrivsitt lite oegentligt. Vi vet inte om vi kan anvinda
I'Hépitals regel forrdn vi visat att hogerledets griansvirde existerar (eller dr lika
med +00).



1— cos -
4.9.8 Berikna lim ———>"c. 4.9.12 Beriikna lim (28(6%) — 1
z—0 log(1 + x2?) z—1  sin7wx

Om vi tittar pa tiljaren och kommer ihag hur cosinus-funktionen ser ut néra 0 Némnaren har ett enkelt nollstélle i = 1 sa det lutar at I’'Hopitals regel. Dess-
y utom &r Taylorutvecklingen av ndmnaren och tdljaren kring = 1 inga inlédrda
~ formler. Vi anvinder I’'Hopitals regel,

=1 log(ex) — 1 1/z 1

4 lim 7g(' ) = lim 7/ =——.

- Y = COST z—1  sIn7x z—1 7T COS TX ™
> T

sa ser vi att uttrycket 1 — cosx har ett hogre ordningens nollstéille i z = 0. Om
vi anvinder 'Hopitals regel kommer vi bli tvungna att derivera flera ganger. Ef-
tersom vi vet tédljarens och ndmnarens Maclaurinutveckling véljer vi att Maclau-

inutveckl o
FITVEERSa, 4.9.14 Berikna lim ——"
. l—cosz 1= (1=32>+0(@") . 32°+0(z") e
lim Toa(l > = lim T Ot = lim O
2—0 log(1l 4+ x2)  2—0 22 + O(z?) 1 z—0 12+ O(z?) Némnaren har ett 3:e ordningens nollstélle i = 0, sa vi anvinder Maclaurinut-
L4 0(z? ing.
= {fbrkorta’ med 1‘2} = hr% ]QA—T((Q)) = 1/2 VeCkhng
N 3
’ v . xz—sinz  x—(z—%4 +0(P))
lim = lim :
z—0 3 x—0 x3
Anm. Givetvis gar det bra att anvinda ’'Hopitals regel: 1.3 5
. . i 7O (14 o)) = 2
lim 1—cosz {2} = lim sinz fim (1 +m2) i S0 250 13 70 6 6°
e—0 log(1 +22) ~ 00 a0 % ;) z—0 2
:{%}:1.;%%5‘% :1.%:%,
4.9.10 Berdkna lim 10776.
x—0 €T
3 . . 4.9.18 Berékna lim logﬂ.
Néamnaren har ett enkelt nollstélle sa det lutar kanske at I’Hopitals regel. Dess- r—m/2 COST
utom dr Maclaurinutvecklingen av 10% inte direkt atkomlig ur nirminnet. Vi
anvander I’Hopitals regel! Cosinus-funktionen har bara enkla nollstéllen varfér vi provar med I’'Hopitals
107 —e” 10” - logz — € regel,
lim — = {9; I’Hopitals regel} = lim osrT e log10 — 1. . 1
z—0 x 0 z—0 1 . logsinr ) S COST i cosr
lim ——— = lim *—— = lim ———— =0.

r—n/2 COST rox/2 —sinr r—mr/2 sin“r



4.9.20 Berdkna lim arccosx'
rx—1— X — 1

Grafen till arccos-funktionen har utseendet

— €

-1
d.v.s. en lodrat tangent vid « = 1. Detta utesluter Taylorutveckling. Vi anvander
I’Hopitals regel,
-1

V1= 22
lim 2T {%; I’'Hopitals regel} = lim % = —o0.

z—1- x—1 r—1—

4.9.24 Berikna lim 2V,

z—0

Grénsvirdet har det obestdmda uttrycket 0°. Det forsta vi bor gora ar att loga-
ritmera for att fa uttrycket i en mer ”vanlig” form.

lim 2V* = lim+ exp(\/JE -log x) = {exp ar kontinuerlig}
z—0

z—0t

= exp(wl_i>r61+ Vz - log x)

Gréansvirdet &r fortfarande inte i en form som vi kan anvinda vara standardtek-
niker pa, men en enkel omskrivning gor susen!

I
= GXP(Iliﬂ(f)l+ 1(;%/2) = {; I'Hopitals regel}
ey -
= eXP(zILI& _%2) = exp(zllrél+ 72\/E> =exp0=1.

. . x+sinzx
Berdkna lim ——.
Tr— 00 €T

Om vi anvinder 'Hopitals regel fas

x +sinz
lim rAsmr 2 im = lim (1 + cosz) divergerar.

r— 00 T r— 00 xr— 00

1+ cosx

Eftersom grinsvérdet i hogerledet divergerar kan vi inte anvinda I’Hopitals regel.
En alternativ metod ger istéllet gransvérdet,
T +sinx
lim R = i (14

r—00 xT T—00

smx) —14+0=1.
T

9.8.2 Skatta felet om Maclaurinpolynomet av grad 6 till cos x anvénds for att approx-
imera cos0,1.

Resttermen &r




dar & ligger mellan 0 och z. I vart fall dr f(z) = cosz. Genom att observera att
f" = —f far vi att

FO =" =—f® = —(f") =+ = (f") = - f".
Alltsa ar
fO(z) =sinz.

Resttermen ar ddrmed

sin &
R7(I) = TZ"?
och felet i var approximation kan vi skatta till
sin & 17 sinl 1 _4
Rz (1 ‘*‘ ’5 Syl

9.8.8 Anviind Taylors formel for att bestimma Maclaurinserien till funktionen f(z) =

e *.

Enligt Taylors formel ar
r (—1)mz™  (=1)ntle=én

- __ 1 _ < n+1
cr=lTaty L R A i TR

dér &, ligger mellan 0 och x. Om vi kan visa att resttermen— 0 da n — oo sa
far vi

2 ( 1)71 1 e 1 (_1)71 —&n
-z _— ] —_ —_— e e n
€ _nlgrolo(l Y + (n—1)! + ol z )
" _'fn
= lim ( )+ lim ————=x
n— oo n— oo n!
=0
r  x? (=1)"z™
Sttt

Det aterstar alltsa att undersoka gransvirdet

—1)e¢n

lim %x”

dar &, alltid ligger mellan 0 och = (men varierar med n).
Vi har att

Vam%ﬂ%&w"

n! n!

Uttrycket i hogerledet gar mot noll da n — oo och da foljer av instdngningsprin-
cipen att resttermen R, (x) gar mot 0 da n — co. Maclaurinserien &r alltsa
r  x? (=1)"z"™

e :1_ﬁ+§_...+T+....

9.8.10 Anvind Taylors formel for att bestimma Maclaurinserien till funktionen f(z) =
cos .

Enligt Taylors formel &r

372 374 1.271

cosx:1—§+z—~-~+(—1)

f‘(2n+1) (€2n+1) $2n+1
@) @+ 1)

dar &ap,41 ligger mellan 0 och x. Vi ska visa att resttermen — 0 da n — oo.
Eftersom f” = —f far vi att

fe Y (z) = +f(2) = £sinz.
Alltsa ar feltermen

+sin £2n+1 x2n+1

Roni1 (@) = 2n+1)!



Vi har att

:I:sin §2n+1 on+1 1

2n+1
2n+1)! ‘ S @y

[ Ropy1(2)] =

Eftersom hogerledet — 0 da n — oo ger instingningsprincipen att Rop41(z) — 0
da n — oco. Maclaurinserien ar alltsa

2 4 2n 0 2k
T T T x
cosr=1——+——---+(-1)" 4= —1)k .
2! 4! ( ) (Qn)! kz—o< ) (Qk)!
Lat 2o =0 < x1 < 22 < x3 < --- vara de positiva rétterna till ekvationen
tanz = x.
Visa att xn:w—k()(%) da n — oo.

Den som loser ovanstaende uppgift till lektionen den 16 november 1999 far en
present, men detta géller bara en person. Om flera losningar inkommer sa far den
som gjort den bésta losningen priset.
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100

5.1.2 Uttryck summan ; 7 j_ I utan summasymbolen.

Termerna &r indexerade fran j = 1 till 5 = 100 och varje term &r J]? Summan
blir

PG AL SV S S LR - S

j:1j+1_1+1 241 3+1 100+1 2 3 4 101°

Notera att vi med summasymbolen uttrycker summan pa ett otvetydigt sétt
medan summan i hogerledet kraver att man gissar hur de icke utskrivna termerna
ser ut.

- Y
5.1.4 Uttryck summan -
Y ; 141

utan summasymbolen.

Den forsta termen i summan far vi genom att séitta ¢ = 0 i summanden

—1)0
) =1.
0+1
Den andra termen svarar mot ¢ = 1,
1Nt
(=1) =-1/2.

1+1

Pa detta sétt kan vi forsdtta att skriva upp termerna. Den sista termen svarar
mot ¢ =n — 1 och blir
o )
mn-1)+1  n

Skriver vi upp summan utan summasymbolen blir den
1 1 1

(_1)n—1
14 - 4.4
2 + 3 4 Tt n
Med detta skrivsdtt hoppas vi att man kan gissa sig till vilka de mellanliggande,
icke utskrivna, termerna ar.

5.1.12 Skriv summan

med summasymbolen.

Som ett forsta steg ska vi indexera summan. Vi kan egentligen vélja vart startin-
dex till vilket heltal som helst, s&g 1000000, men det &r ofta praktiskt att vilja
ett "naturligt” startindex, t.ex. 0 eller 1. I var summa ser vi att nimnarna verkar
vixa stegvis med 1 och den forsta termens ndmnare ar 7. Vi véljer dérfor 7 som
startindex.

+ 3+ 3+ + 3

Q0 + col—=
O + Ol

=~ T =

Vi vet fran borjan inte hur manga termer summan har, sa vi kallar slutindexet
for n. Nu géller det att gissa sig till hur alla mellanliggande termer ser ut. Regel-
bundenheten i de forsta termerna antyder att termernas ndmnare fortsétter att
Oka med ett steg i taget.

Om vi gissar att detta ar det riktiga monstret hos termerna sa borde den
allménna term med index ¢ vara 1/¢,

+ 5+ 5+ + ¢ + + 55

99

=~ 1 =
Q0 T o=
O + Ol
[a Sk SN E

och sista termen 9—19 borde ha index 99.



Skriver vi denna summa med summasymbolen far vi

789 n

n
sa har vi gissat att summanden f(k) i summan Z f(k) dr funktionen
k=T

f(k)

N~

789 n

I sjélva verket skulle det kunna vara en annan funktionen som &r det rétta svaret.
Denna osékerhet kan vi inget gora at. Vi har gjort det enda ritta och valt den
enklaste summand som passar moénstret.

5.1.14 Skriv summan
1+ 2z + 32° 4+ 42 + - - +1002*°

med summasymbolen.

Precis som tidigare borjar vi med att indexera summan. I detta exempel kan vi
notera att koefficienterna framfor x:na véxer stegvis med 1. Den forsta termen
har koefficient 1 sa vi viljer 1 som startindex. Vid varje ytterligare term okar
koefficienten med 1 s& vi kan gissa att sista termen 100z° har index 100.

+ 100290

1 + 22 + 322 + 423 +
+ + + + > k
1 2 3 4 100

En allmén term med index ¢ borde, om termerna fortsétter lika regelbundet, ha
formen

/. xnégot

Det &r inte heller sa svart att se vad exponenten borde vara. Exponenten uppvisar
samma regelbundna tillvaxt som indexet,

(-2

Med summasymbolen blir alltsa summan

100
> kot
k=1
Notera att den forsta termen &r
1-2°=1 om x # 0.

Om z = 0 sa dr summaformeln egentligen inte definierad och vi borde da skriva

100

1+ Z ka1,
k=1

men eftersom detta helt klart dr ett undantagsfall sa brukar man underforsta vad
man menar da x = 0.



1000
5.1.22 Beriikna » (2j +3).

j=1

Med réknereglerna for summasymbolen kan vi dela upp summan i enklare sum-
mor,

1000 1000 1000
d2i+3)=2) j+> 3
j=1 j=1 j=1

Den andra summan i hogerledet &r enkel att rdkna ut. Vi adderar tusen 3:or,

1000

>3 =13000.
j=1

Den forsta summan i hogerledet dr en aritmetisk serie,

1000

1001 - (1001 — 1
d = (2 ) _ 500500,
j=1
Alltsa ar
1000
> (2 + 3) = 2500500 + 3000 = 1004000.
j=1

5.1.24 Finn ett slutet uttryck f6r summan

n—1

> (2k* - 4).

k=1

Vi delar upp summan med réknereglerna

n—1

n—1 n—1
S -4 =2> K-> 4
k=1 k=1

k=1

Summan med den kvadratiska summanden skriver vi om till kinda summor,

n—1 n—1 n—1
2) k=2 k(k—-1)+2> k=2n(n-1)(n—2)+n(n—1)
k=1 k=0 k=0
=2Zn(n—-1)(n—-3).

Summan blir alltsa

n—1

Z(2k2 —4)=2n(n—-1)(n—1%)—4(n-1)

k=1

Lat {x;}i—o vara en punktfsljd som dr jimnt fordelad i intervallet [a, b] och
a=x0<x1<x2< < Tp_1 < xyp =0b.

Bestam ett slutet uttryck for z;:mna.

Vi ska alltsa bestdmma en formel for z;:nas xz-koordinater. Eftersom punkterna
ska ligga pa lika avstand ¢ fran varandra maste vi ha att

Tl — To = f’ (1)
Tog — 1 = E, (2)
Tr3 — T2 = 6, (3)
Ty — Tpe1 = £. (n)
Dessutom vet vi att
Zo ) (71 + 1)
Tp="> (n+2



Dessa ekvationer, fran (1) till (n + 2), bildar tillsammans ett linjirt ekvations-
system dér xg,x1, ..., Ty, ¢ ir de okénda.
Vi ska nu forsoka 16sa detta ekvationssystem. Addera (1), (2),...,(n),

xl——xO::€
I24*$1::€
$3—-$2::€

Eftersom z,, = b och g = a &r

b—
b—a=nl 2N (= a
n
Genom att nysta upp (1), (2),...,(n) far vi
r1=C+z0="2%4a =a+ 2,

wy=Llta =0 fat+ 5t =at 200
x3=£+x2=b*Ta+a+2b*T“:a—|—3b*Ta,

Induktivt ser vi att

b—a
zi=a+1 —, fori=0,1,...,n.
n

5.2.2 Dela upp intervallet [0, 3] i lika stora delintervall och anvénd rektanglar med dessa
delintervall som bas for att berikna arean av omradet under y = 2x 4+ 1, éver y = 0,
samt mellan z = 0 och z = 3.

Vi delar forst upp intervallet [0, 3] i n st delintervall med lika lingder.

9 =0 T To T3 Tp_1 3=z,

Fran den forra uppgiften far vi ett uttryck for delintervallens d&ndpunkter,

3-0 3i
n  n

z, =0+7-

Om vi later arean av delrektangeln, med (z;, z;41) som
bas, betecknas med A;, da &r

A; = basen - héjden = (z;41 — ;) - f(a;).

Eftersom vi har ett explicit uttryck for x; och x;11 sa
kan vi dven stélla upp ett explicit uttryck for A;,

Ai:(w_%>.(2.%+l) Ai ¢ flz4)
=%~(%+1):%+%.

Omradets exakta area A kan vi approximera med sum-

man av delrektanglarnas area, Ti tin
n—1 n—1 .
18 3
A3 A=3 (G +)
=0 =0
n—1 n—1
18 .3 18 n(n—-1) 3 n—1
= — — l=—w ——F+—-—-n=9 3.
n? ;Z + n ; n? 2 + n " n *

Om vi later antalet delrektanglar n 6ka sa borde vi fa en allt battre approximation
av den verkliga arean A. I grénsfallet n — oo far vi den exakta arean,

_1
A= lim (3+9”—):3+9:12.
n

n— oo



5.2.10 Dela upp ett intervall i lika stora delintervall och anvéind rektanglar med dessa
delintervall som bas fér att berikna arean av omradet éver y = 2 —2x och under y = 0.

LAt oss forst rita upp omradet. Funktionen y = 22 — 2z #r en typisk andragrads-
funktion. Genom att kvadratkomplettera far vi att

y=(z—1)%-1.

I detta uttryck ser vi direkt att minimum finns i z = 1 ddr y = —1 och att y — oo
da x — +oo. Ritar vi upp grafen har den en typisk parabelform
Yy
N/,
2

Vi soker arean av det grafargade omradet ovan. Omradet begréinsas i z-led av de
tva z-virdena dir kurvan y = 22 — 22 skir y = 0, d.v.s.

22 -2 =0 & z=0 eller z=2.

Vi delar upp z-intervallet [0,2] i n st delintervall med lika ldngder.

g =0 T To T3 Tp_1 2=ux,

Ett uttryck for delintervallens &ndpunkter {x;} ar

. 2—-0 2
zi=0+10 —— = —.
n n
Om vi later A; beteckna arean av den delrektangel med

(zi,x;41) som bas, da ar Ti Titl

A; = basen - héjden = (z;41 — x;) - (—f(xl))
Ett explicit uttryck for A; ar

A= (602 20 (L3 2
:g(ﬂ_22i>

n\n n?

—f(xi) q| Ai

Omradets exakta area A approximerar vi med summan
av delrektanglarnas area,

2 /43 5 4 2 — 4 4 4
AxYy A=y S (G-tn) = (=054 (- ))
i=0 =0 =0
n—1 n—1
8 8
:7n322(171)+(n2 n3) )
1= =0

(5-Syesbog ot

n? n3

Nér vi later antalet delrektanglar n — oo far vi den exakta arean

A= lin (5-75) = 3

5.3.2 Lat P, vara partitionen av intervallet [0, 4] i n st delintervall med lika lingd Axz; =
b=a Beréikna L(f, Py) och U(f, P4) for f(z) = 2°.

Under- och 6versumman &r
3
L(f,P1) = ) miAx,
i=0
3
U(f,Ps) =Y MiAx;,
i=0

dér m; och M; &r f:s minsta respektive storsta virde i de olika delintervallen [0, 1],
[1,2], [2,3] och [3,4].



Eftersom f(z) = x? &r striingt viixande i [0, 4] antas m; och M; i delintervallens
vénstra respektive hogra dndpunkter. Vi far

mo= f(0) =0  ma= f(2) =4
Mo= f(1)=1  My= f(3) =9
mi= f(l) =1 m3= f(3) =9
M= f(2) =4  Ms= f(4) = 16

och summorna blir

L(f,P)=0-1+1-1+4-14+9-1=14
U(f,P)=1-1+4-149-1+16-1=30

5
7
N
7

L(f, P4) U(f. Fs)

5.3.10 Lat P, vara partitionen av intervallet [0,4] i n st delintervall med lika
lingd Az; = =% Beréikna L(f, P,) och U(f, P,) fér f(z) = €.
Visa att

lim L(f,P,) = lim U(f,Py).

n—oo n—oo

3
Dérmed é&r f integrerbar i [0, 3]. Varfér? Vad &r / flz)dx ?
0

Under- och 6versumman &r
n—1
L(f7 P’n) = Z miA{L'i,
i=0
n—1
U(f, Pn) =) MiAz;,
i=0

dér m; och M; &ar f:s minsta respektive storsta virde i de olika delintervallen.
Eftersom f(x) = e® ir en stringt viixande funktion antas m; och M; i delinterval-
lens viinstra respektive hogra &ndpunkter. Andpunkterna &r z; = 0 + i?’;no = %
sa vi far

= sy = (),

M; = f(zig1) = exp((i +1) %) = exp(% + %) =m; e/,

Alltsa ar

n n

= 3iy 3 34 ,
L(f,P,) = Zexp(z> 22 Z(es/n>z
=0 i=0

. . 31 (63/n)n 3 1 63
{geometrisk serie} e n 1= o3/’

n—1

3

U(f, Pn) = Zmie?)/n . E
=0

n—1
= e3/m E m; 3_ eSML(f, P,).
n
i=0



Later vi n — oo fas att

3 1-¢3 3(1 —e3)
lim L(f,P,) = lim — -
nggo (f’ ) nglc}o nl-— eB/n lim n(l — 63/")
1_¢3
= {Maclaurinutveckling} = — 3( 63) .
lim n(l —(1+ 34 O(F»)
n—oo
1—¢3 .
== 3 ¢) i~ = e —1
lim, o0 (—3 + O(2))
lim U(f, P,) = lim eB/nL(fa P,) = lim e*/™ . lim L(f, P)

n—o0 n—o0 n—oo n—oo

=1-(-1)=¢*—-1.
Alltsa ar

lim L(f,P,) = lim U(f, P,) =¢e*—1.

n—oo n—oo

Om vi gar tillbaka till definitionen av integral sa ser vi att f dr integrabel i [0, 3]
om det finns exakt ett tal I sa att

L(f,P)<1<U(fP)
for alla partitioner P. I vart fall later vi

I = lim L(f,P,) = lim U(f,P,).

n—oo

L(f, P) < I: Eftersom en éversumma alltid dr stérre &n en undersumma, dr

L(f, P) <U(f, Pn).

Later vi n — oo fas
L(f,p) <1
U(f,P) > I: Pa samma sétt ar

U(f,P) > L(f, Pn).
Later vi n — oo fas

U(f.P) > I.

I unik: Gapet mellan alla 6ver- och undersummor maste alltid ligga i intervallet

[L(f, Pn),U(f, Pn)] for alla n.

Eftersom dndpunkterna i detta intervall konvergerar mot I, dr gapet
exakt en punkt I.

Vi far ddrmed att f &r integrabel i [0, 3] och

3
/ efdr=1=¢e>—1.
0

5.3.12 Uttryck grinsvérdet

som en bestdmd integral.

Dela upp intervallet [0,1] i n st delintervall med lika lingd % I varje delinter-

vall [k kj;l] viljer vi en punkt ¢, = k/n. Da dr Riemannsumman av funktio-
nen f(z) = /x lika med

dexbyte n -
ko1 indexby 1 fi—1
R(f,P,,c) = \/7 = = kj 1 = —
(fs Pnyc) = i= + ;:1 Ve

-1

Eftersom partitionens finhet gar mot noll &r

lim R, ( / Vv dz,

n—oo

"1 [i—1 1
nmz—,/Z :/ Vz dz.
7l—>00i:1n n 0

d.v.s.




Lektion12, Envariabelanalys, den 16 november 1999

5.4.4 Beridkna integralen

/02(31’4-1)dx

genom att anvédnda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Linjériteten ger att

2 2 2
/(3m+1)dw=3/ J:dsc—i—/ ldx.
0 0 0

—_—
1 11

Vi undersoker de tva integralerna i hogerledet var for sig.

I Integralens viirde dr arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

area = % - basen - hgjden = 2

11 Integralens virde &r arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

A~

1—y=1 area = basen - hojden = 2

——éax

Alltsa ar

2
/(3x+1)dw=3~2+2:8.
0

5.4.10 Berikna integralen

[ (a=ishas

genom att anvédnda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Lat oss for enkelhets skull anta att a > 0. Linjériteten ger att

/(a—|s|)ds:a/ 1ds—/ |s| ds.
—a —a —a

—_—— —
1 11

Vi undersoker de tva integralerna var for sig.
1 Integralens viirde dr arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

A~

y=1

area = basen - h6jden = 2a

- p
Alltsa dr 1 = 2a.
11 S&tt f(s) = |s|. Vihar att
f(=s) = |=s] = s| = f(s).
d.v.s. f &r en jimn funktion, och da &r

II:2/ |s|ds:{\s\:sf6r520}:2/ sds.
0 0

Integralen i hogerledet har samma virde som arean av det grafirgade
omradet i figuren nedan.

area = 1 - basen - hojden = a*/2

Alltsa dr 11 = a?.



Sammantaget far vi att

a
/ (a—|s|)ds=a-1—11=2a% - a® = d>.

—a

Anm. Om a < 0 blir svaret 3a2.

5.4.11 Berdkna integralen
1
/ (u® = 3u® 4 ) du
-1

genom att anvidnda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Linjariteten ger att

1 1 1 1
/ (u5—3u3+7r)du:/ u5du—3/ u3du+/ mdu
~1 ~1 —1 —1

—— —_——— N——
I 11 111

Vi undersoker integralerna var for sig.

5

I Om visétter f(u) = u® sa noterar vi att

d.v.s. integranden &dr udda. Eftersom vi integrerar dver ett origosymmetriskt
intervall &r integralen noll.

11 Med f(u) = u?® noterar vi att

d.v.s. integranden ar udda. Eftersom vi integrerar 6ver ett origosymmetriskt
intervall &r integralen noll.

11 Integralens virde &r arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

A

Y =T

area =2 -1 =27

——
-1 1

Alltsa ar 11 = 2.

Sammantaget dr det bara den tredje integralen som ger ett bidrag

1
/ (u® = 3u® +7)du =1—3- 11+ 111 = 27.

-1

5.4.14 Berikna integralen

/3(2+t)\/9—t2dt

genom att anvianda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Linjériteten ger att

3 3 3
/ (2+t)\/9—t2dt:2/ \/9—t2dt+/ tV9 —t2dt.
-3 -3 -3

1 11

Vi behandlar integralerna i hogerledet separat.



1 Om vi kvadrerar funktionen y = v/9 — 22 far vi
y¥P=9-22 o 22442 =09.

Var funktion beskriver alltsa 6vre delen av en cirkel med radie 3 och mitt-
punkt i origo. Integralens virde &r arean av det grafirgade omradet i figuren
nedan.

1

area = 5 - radie? = %ﬂ'

-3 3
Alltsa ar 1 = %w.
1 Sitt f(t) = tv/9 — t2. Vi har att
f(=t) = (=)V9 = (=1)> = =tV — 12 = — f(t),

d.v.s. integranden &r en udda funktion. Eftersom vi integrerar éver ett ori-
gosymmetriskt intervall &r integralen 0.

Sammantaget ar

3
/ 24+ t)VI—t2dt=2-1+11=2-J71+0=097.

-3

5.4.24 Givet att [’ 2 dz = a®/3, beriikna

6
/ 2*(2 + sin ) dz.

—6

Linjariteten ger att

6 6 6
/x2(2+sinx)dx:2/ xde—i—/ r?sinx de .

—6 —6 —6
—_— —/ —
1 11

Vi beriknar de tva integralerna i hogerledet separat.

1 Sitt f(z) = 22 Vi har da att

d.v.s. integranden &r jamn. Vi far att

6
I:2/ 2% dx.
0

Med formeln i uppgiftstexten far vi att

1=2-6%/3 = 144.

1 Sitt f(z) = 2?sinx. Vi har att
f(=z) = (—x)%sin(—z) = 2?(—sinz) = —z?sinz = — f(x),

d.v.s. funktionen #r udda. Eftersom vi integrerar 6ver ett origosymmetriskt
intervall &r integralen noll.

Sammantaget &r

6
/ 2?2 +sinx)dr =2 -1+11=2-144 + 0 = 288.
—6



5.4.30 Finn medelvirdet av g(z) = x + 2 i intervallet [a, b].

Medelvirdet ges av integralen

I I
g:b—a/a g(x)d:v:b_a/a(x—i—2)dx.

Linjdriteten ger att
I 2 [P
g = de +—— dz .
g b—a/a$x+b—a/ll *

—— ——
I 11

Vi behandlar de tva integralerna separat.

I Vi kan skriva om integralen som

b b a b a
/ rdr = {/ 7/ ]xdx/ mdzf/ xdx.
a 0 0 0 0

De tva integralerna i hogerledet har samma virde som arean av respektive
triangel i figuren nedan.

Alltsa ar

2 2
1=1p2 -1 2_b—a
2 2 2
11 Integralens virde &r arean av det grafirgade omradet nedan.

Y

~

area=(b—a)-1=b—a

Alltsa ar

Medelvardet ar alltsa

.1 - 2 HibQ—aQ+2(b—a)7a+bjL2
A — b—a =~ 2(b—a) b—a 2 '

5.5.2 Berikna f;ﬁdm.

Vi vet att
d 5/ 1/2
%x/ = 3212 = 3/x.
Alltsa ar
d 3/2
22y~ g,

3/2 5

Detta visar att %x #r en primitiv funktion till \/z. Integralkalkylens huvudsats

ger att

/4x/5dx= {%\/5]42%4[—%‘0[0:16/3'
o 0

5.5.6 Berikna /_1<i — i) dx.

L, \aZ g3

En primitiv funktion till 72 — 273 &r

x~1 g2

-1 -2



2

Integralkalkylens huvudsats ger att 5.5.16 Berikna / (€ — ") dx.

—2

1 1 1 1
=— D + 2 (<1)? - (— —2) + 5. (_2)2) En primitiv funktion till e* — e™* &r
— 1 1 1 _7 —x
=l+s3-2-5% e‘”—61:61+6x
Integralkalkylens huvudsats ger att
2 2
/ (ex—efm)dx:[ex—ke*“’} =2 te?—(e?+eH)=0.
92 —2
Anm. Alternativt kan man lidgga maérke till att integranden &r udda och att integra-
9 1 tionsintervallet dr origosymmetriskt, varfor integralen &r noll.
5.5.10 Berikna / (f — —) dx.
4 v
En primitiv funktion till z'/2 — z=1/2 &r
1
a2 g2 5.5.18 Beriikna / 2” da.
3/2 1/2° —1

Integralkalkylens huvudsats ger att

o 1 9 9 Vi har att
f (Vi) o= [3ev5 23], . e
VO -2- V0 (3-4va-2-V1) apl ~ 2 clee2 e %(1og2>:2'

Integralkalkylens huvudsats ger att

win

win

-9-3—2-3—(§-4-2—2-2)

1 T 1 —1
18 —6— 42 +4=32/3. / S _ 2 32
1 log2 | _; log2 log2 log2




1/2 dx

o Vi

5.5.20 Berakna

Vi erinrar oss att

. 1
— arcsiny =

dx V1—a2

Integralkalkylens huvudsats ger att

2 g
o V1—2zx2 B

= arcsin 2 — arcsin 0 = 7 /6.

}1/2 s

[ arcsin x

5.5.24 Berikna arean av omradet som begrinsas avy = 1/z, y = 0, z = e och z = €%

Vi ritar forst upp en skiss av hur omradet ser ut

N
7

Arean av omradet ges av integralen

2

e d X

/ —m:[log|x|} =loge? —loge =2loge —loge = loge = 1.
e X e

5.5.28 Berikna arean av omradet under y = v/z och dver y = x/2.

Vi ritar en skiss av omradet.

Y

Omradets area ges av integralen

/Oa(\/E — z/2) dz,

dér a dr xz-koordinaten for den punkt i omradet som &r langst till hoger, d.v.s.
z-koordinaten for skidrningspunkten mellan y = /z och y = z/2. Lat oss forst
bestdmma a innan vi ger oss pa att berikna integralen.

I punkten x = a ska kurvorna ha samma y-koordinat, d.v.s.

Va=a/2. (%)
Vi kvadrerar.
a=a*/4 & ala—4) =0.

Vi ser att a = 4 &r den 16sning vi stker. Eftersom vi som forsta steg kvadrerade
ekvationen finns risken att vi introducerade falska rotter. Vi kontrollerar darfor
att a = 4 verkligen #r en riktig 16sning till (x).

VL av (x) = V4 =2,
HL av (x) =4/2 = 2.

Omradets area &r alltsa

/4(\/§—x/2)dx: 20 x—x2/4]2:§.4\/1—42/4— (0—0) = 4/3.
0



5.5.30 Berikna arcan av omradet 6ver y = |x| och under y = 12 — 2.

Vi ritar forst en skiss av omradet.

Y
y =12 — 22
sy = ||
—+ =—> L
a b

Omradets area ges av integralen

b
/ (12 — 2® — |z) da,

dir a och b #r z-koordinater for skiirningspunkterna mellan y = |z| och y =
12 — 22, Eftersom y = |z| &r definierad av tvé olika uttryck for 2 < 0 resp. x > 0
undersoker vi dessa intervall separat.

x < 0: T detta intervall &r y = |z| = —z. Skirningspunkten mellan kurvorna
ges av ekvationen

12-2%=—x & 2P-r-12=0.
Denna andragradare har 16sningarna

=4 och z=-3.

Eftersom endast negativa x ingar i detta intervall &r skdrningspunktens
z-koordinat a = —3.

x> 0: Idetta intervall &r y = |z| = z. Skdrningspunkten mellan kurvorna ges
av ekvationen

12—-22=12 = 2 +r—12=0.

Denna andragradsekvation har 16sningarna
r=3 och z=-4
Vi &r bara intresserade av positiva x, sa skdrningspunkten &r b = 3.

Omradets area ges alltsa av integralen

/3 (12 — 2* — |z) dz.

-3

Notera att integranden &r en jdmn funktion, s& integralens vérde &r lika med

3 3
2/ (12—x2—|x\)d33=2/ (12— 2® — z) do
0 0

3
:2[1%-%#-%&] :2(12-3—%-33—;32—(0—0—0)):45.
0

5.5.38 Finn medelvirdet av f(z) = €37 i intervallet [—2, 2].

Medelvirdet ges av integralen



sin x

dzx.

d 3
5.5.42 Bestiam —/
dt ), =

sinx
Om vi later F(z) beteckna en primitiv funktion till ——, da &r
x

3 sinz
%/t ;= %(F(iﬂ) — F(t)) = —F'(t).

Enligt integralkalkylens huvudsats &r

sint
F/(t) =1
t
varfor vi far att
d /3 sinz , sint
dt J, =« N
cos 0 1
.5.46 Bestiam — ——dx.
5.5.46 Bestim 20 /smg 1.2 dx
Om F(z) betecknar en primitiv funktion till ——, da &r
—x

d cos 6 1

d .
@ . mdl’— @(F(COSG)*F(SIHG))

= F'(cosf) - (—sinf) — F'(sin @) - cos .
Enligt integralkalkylens huvudsats &r
1

2 9,

Fo=1—%

varfor vi har att

d cos 0 1 1
- = dr=——— . (—ginf) —
dd Jgne 1— 22 YT T " cos20 (=sinf)
_ —sinf cosf 1 1
sin?f cos20  sinf  cosf’

1

1 —sin

- 0
7y cos
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5.6.4 Best'a’um/eh sin(e**) dz.

Nér vi ska forenkla en integral med hjilp av en substitution géller det att kunna
kénna igen integranden som en uttryckskombination av typen

fu) -,

dér v &ar ett uttryck i  och f nagon funktion.
I var integral kan vi se att med u = e2* s& dr v’ = 2e® och integranden kan
skrivas

Ly !
Zsinu-u.

Med substitutionen u = ?® far vi alltsa
/62”3 sin(e?*) dx = {u = e**; du = 2¢** dx}

= %/Sinudu =—Lcosu+C = —1cos(e*) + C.

5.6.6 Bestam /(1}+2)(x2 +4$+9)1/3 da.

Genom att bara stirra pa integranden ser vi att uttrycket 2244249 har en deriva-
ta (= 2(z+2)) som forekommer som en faktor i integranden. Om vi substituerar
u = 2% + 4 + 9 sa kan integranden skrivas

r.1,1/3
u - 3u .

Vi far
/(x+2)(x2+4x+9)1/3dx:{u:x2+4m+9; du = 2(xz +2)dz}

:%/ul/?’du:%-%u‘l/?’—kC:%(m2+4x+9)4/3+0.

5.6.8 Best&m/smﬁdm.
N3

Lat oss skriva om integranden nagot,

1
2sinv7 - ——.
NG

Hér ser vi att den hogra faktorn ér derivatan av deluttrycket «/z som forekommer
i den vinstra faktorn. Med substitutionen u = 1/ kan alltsd integranden skrivas

s /
2sinu - u’,

och integralen blir

SV u=+z; u:L x
/\/de—{—\/_,d Qﬁd}

= 2/sinudu: —2cosu+ C = —2cos/x + C.



5.6.10 Bestam/x22“”3+1d:c.

Vi skriver om integranden till

1 92°+1 2
Vi kiinner igen den hogra faktorn 3x2 som derivatan av exponenten z3 + 1.

/ac2 27"+ gy = {u=2%+1; du = 32* dx}

1 2u 2933+1
3/ “ 3log2+ 310g2+

T+ 1

5.6.16 Bestiam /
Va?+2x+3

Notera att (22 + 2z +3)" = 22+ 2 = 2(z + 1). Vi kan skriva om integranden som

1/2
V242243

Substitutionen u = 22 4 2x + 3 forenklar alltsa integralen dramatiskt.

(z% + 2z + 3)".

rz+1 J
Va2 +2x+3

/—du_\/ﬁ+(]:\/x2+2x+3+(].

r={u=2"+22+3; du =2(z + 1) dz}

r+1

5.6.22 Bestdm /
N

Uttrycket inom rottecknet har derivatan —2x, och det &r inte riktigt den faktorn
vi har i téljaren. Men om vi delar upp integralen i tva delar,

x+1 d / x dr + / dx d
—adxr = — axr — adX
V1— 22 V1— a2 V1 — 2?2
s& har den forsta integralen just den énskade derivatan i tiljaren (sanéir som pa

en faktor —2). Den forsta integralen blir

de ={u=1-2% du=—2xdx}

/¢—

= 7_—\/—"‘1‘0_ M—&-C.

Den andra integralen kidnner vi till den primitiva funktionen till.

/dixdx = arcsinx + C
V1 — 22 .

Alltsa ar

r+1 \/7
1 — 22 + arcsinx + C.
\/1—:52

5.6.28 Bestéim/sin4t cos’t dt.

Som integranden star dr det inte lédtt att se nagon kombination av typen

fu) -,



men om vi anviander den trigonometriska ettan och skriver om uttrycket till
sint - (1 — sin?t)? - cost

sa ser vi att w = sint &r en ldmplig substitution.

/sin4t costdt = {u = sint; du = costdt}

:/u4(1—u2)2 du:/(u4+u8 —2u%) du

= %u5 + %ug - %u7 +C = % sin®t + % sin’t — % sin’t + C.

5.7.2 Finn arean av omradet som begriinsas av kurvorna y = 1/z och y = z?.

Vi ritar férst upp kurvorna och omradet.

Vi ser att omradet begrinsas ovanifran av kurvan y = /z och nertill av kur-
van y = z2. Omradets area blir dérfor

A= /:(ﬁ:ﬁ)d:p

For att kunna ridkna ut integralen behover vi bestdmma virdet pa a som ar x-
koordinaten fér skiirningspunkten mellan kurvorna y = 2% och y = /z. Talet a
ska alltsa uppfylla ekvationen

Va = a?. (%)

Vi kvadrerar,
a=a & a*(la—1) =0,
och ser att a = 1 dr det sokta virdet. Eftersom vi kvadrerade (x) och funktio-

nen x — 22 inte &r en-entydig sa méaste vi forvissa oss om att @ = 1 inte &r en
falsk rot. Stoppar vi in @ =11 (x) fas

VL av (x) = V1 =1,

HL av (¥) = 12 = 1.

Arean ges alltsa av

1 1
A= (\/E—xQ)dxz[ga:\/E—%xS] =2_-1=1

0

5.7.4 Finn arean av omradet som begrinsas av kurvorna y = 2> — 2z och y = 6z — 2.

Vi ska forst rita upp de tva kurvorna och omradet de innesluter. Kvadratkom-
plettering ger

y=a>-2x=(z—-1)%-1 (1)
y=6x—2*=—(z—3)*+9 (2)

Alltsa har kurvan i (1) ett minimivérde —1 i punkten « = 1, och kurvan i (2) har



ett maximivirde 9 i punkten x = 3. Bada kurvorna dr dessutom parabler.
Yy

~

y = 6x — z?

y=2x%— 2

> T
’ \

Omradet begriinsas ovanifran av kurvan y = 6z — 22 och nertill av kurvan y =

22 — z. Omradets area ges av integralen

/Oa (62 — 2% — (z* — 22)) dz = /Oa(sx — 22%) du,

dér integrationsgranserna ar skdrningspunkterna mellan kurvorna. Punkten x =
a uppfyller ddrmed ekvationen

a® —2a = 6a — a? & ala—4) =0.

Alltsa dr a = 4.
Omradet area ges alltsa av integralen

4 4
/O (82 — 222) dz = [4x2—§x3]0:4~16—%-64—(0—0):64/3.

5.7.6 Bestdm arean av omradet som begrinsas av kurvorna z—y = 7 och z = 2y*—y+3.

Den andra kurvan dr uttryckt i formen

z = a(y).

Det ar déarfor enklare att betrakta y-variabeln som den oberoende variabeln och -
variabeln som den beroende.

For att bestimma den andra kurvans
form kvadratkompletterar vi T

[
7

r=27—y+3=2(y-§)°-4+3
=20y - p*+ 5.

Alltsa har kurvan ett z-minimum % iy =

L och &r parabelformad.

1
Den forsta kurvan dr en enkel rét linje
r=y—T.

Arean ges av integralen

b
A:/ (y+7-2—y+3))dy

b
:/ (—2y% + 2y + 4) dy.

>y
a b
Vi behover bestdamma skadrningspunkt-
erna y = a och y = b. De &r bada rotter
till ekvationen
y+7=2y>—y+3 & yP—y—2=0.
Denna andragradsekvation har 16sningarna y = —1 och y = 2. Alltsa dr a = —1

och b= 2.
Omradet area blir

2 2
A:/ (—2y2+2y+4)dy:{—§y3+y2+4y] )
_1 —

=-2.8+4+8—(2+1-4)=0.



5.7.30 Bestim arcan av den slutna 6gla som kurvan y? = z*(2 4 z) beskriver till
vanster om origo.

Om vi betraktar kurvuttrycket
y* =a'(2+x) (%)

kan vi notera att om punkten (x,y) ligger pa kurvan sa ligger #ven punk-
ten (z, —y) pa kurvan. Kurvan ar alltsa symmetrisk kring z-axeln.
Vidare ser vi att om & < —2 sa dr HL dr negativt och eftersom VL &r en kvadrat
kan inte (%) vara uppfylld, d.v.s. det finns inga punkter till véinster om z = —2.
Fran (x) kan vi fa tva explicita uttryck for y,

y = +2*Vx + 2. )

Kurvan bestar alltsa av grafen till de tva funktionerna ovan. Fran () ser vi ocksa
att dndpunkten x = —2 &r en singulédr punkt. I en omgivning av x = —2 har
kurvan utseendet

y==22Vo+2=2+4+0(x+2)Vr+2 =44z +2+ Oz +2)*2

Kurvan har alltsa en v/ -singularitet i = —2. I grafens andra &ndpunkt i z = 0
har kurvan utseendet

y=+2’V2 +x =+2? (\/5—!— O(z)) = +v22?% + 0(z)?,

alltsa ett kvadratisk nollstiille.
Om vi skisserar delarna av kurvan kring z = —2 och = 0, och begrénsar oss
till positiva y-virden sa far vi figuren nedan.

Y
v[ > T
-2
Det finns visserligen en extrempunkt mellan 2 = —2 och 2 = 0 (Rolles sats) men

annars dr grafen ganska ordindr ddremellan. Fyller vi i mellanrummen i figuren

ovan far vi ett ungeférligt utseende pa omradet.

Y

N~

Al
Ve

Arean ges av integralen
0 0
A:/ (2*Vz +2— (—2°Vz +2)) dx:Z/ 222+ zdx
-2 -2

2
={u=2+uz; du:dm}:2/ (u—2)*Vu du
0

2
:2/ (u5/2—4u3/2+4u1/2)du=2{%u7/2— §u5/2—|—%u3/2}z
0

:2@.2.2.2.\/§_§.2.2-\/§+§'2~f—(0—0+0)>Z%ﬂ-

6.1.2 Bestim /(x + 3)e” da.

Om vi tittar pa formeln for partialintegrering

/u~vdx:U~v—/U~v’dm

sa ser vi att om vi véljer v = x + 3 sa kommer den faktorn att deriveras bort i
hogerledets integralterm. Detta forutsétter givetvis att vi kan hitta en primitiv



funktion U till den andra faktorn u = e?* och dessutom integrera den. Vi privar!

/(x+3)e2mdac:%(x+3)—/%e%-ldx

1z +3) -1 1+ C=1e*(z+3)+ C.

6.1.6 Bestétm/m(logm)Sdm.

Integranden bestér av tva faktorer x och (logz)®. Om vi ska anviinda partial-
integrering maste vi bestdmma vilken faktor vi ska derivera och vilken vi ska
integrera. Ofta nér logaritmfaktorer forekommer véljer man att derivera dessa.

. 1 2
[ stonap e = - ogop - [ 2. N0 g,

= 12%(logz)® — %/x(log x)? da.
Trots partialintegreringen #r integralen fortfarande knepig, men notera att pro-
blemet faktiskt har reducerats nagot. Istéllet for log z upphojt till 3 har vi logx

upphojt till 2. Om vi fortsdtter att partialintegrera kanske logaritmfaktorn
forenklas ytterligare,

21
/m(logm)2 dz = $2” - (logz)® — / 12?. % dx
= 12%(logz)* — /aclogxdm.
En sista partialintegrering eliminerar log = helt.

1
/xlogxdx: %xQ-logm—/%xZ-—daj:%aflogx—%x?—&-a
T

Sammanstéller vi rdkningarna fas

/x(log z)®dz = 12°(logz)® — %(%ﬁ(logI)Q — 22%logx + a® + C’)

= 12°(logz)* — 32”(log z)* 4 32” logz — 22° + C.

6.1.8 Bestim / 2% arctan z dz.

Vi kan utlésa tva faktorer i integranden, 22 och arctan . Om vi anvénder partial-
integrering ska vi derivera den ena och integrera den andra. Visserligen skulle z2:s
gradtal sjunka med ett steg om vi deriverade x2, men att integrera arctan = verkar
motbjudande. Vi deriverar istillet arctan 2 och integrerar 22, och hoppas pa det
béasta.

1
2% arctan z dx = %x?’ -arctanx — %x?’ . 5 dz
14z
2
T-T
= %xs -arctanx — % — dx.
1+«

Integralen kan forenklas med substitutionen v = 2% + 1,
T - x? 9
/—dx:{u:x +1; du =2z dx}

1+ 22
:%/U;Idu:%/O—l)du:%(u—logu)—i—C.

u

Alltsa ar

/m2 arctanx dx = %x?’ arctanz — %(1 +22 - log(1 + x2)) + C.



6.1.13 Bestam/e“ sin 3z dz.

Aterigen har vi problemet med vilken av faktorerna e?* och sin3z som vi ska
derivera respektive integrera. I detta fall verkar bada kombinationerna vara lika
enkla, si 1at oss vilja att integrera e?* och derivera sin 3z (utan speciell anled-

ning).

N[

/e%sin3xda:= e2® -sin3a:—/%62m~3cos3xdx

N[

€2* sin 3z — % / 2% 008 3z dx.

Vi fick nédstan tillbaka samma integral; sinus ersatt med cosinus. Kanske vi kan
fa tillbaka sinus-funktionen om vi partialintegrerar ytterligare en gang.

/62”” cos 3z dx = Le*” cos 3x — / 1e® . (=3sin3z) da

N[=

[

= 5621 cos 3z + % /62”” sin 3z dzx.
Nu fick vi tillbaka var ursprungsintegral! Alltsa har vi visat att

/62”” sin 3z dx = %62’: sin 3z — Ze% cos3x — % /62‘” sin 3z dx.
Samlar vi integraltermerna i ena ledet fas

/623: sin 3z dr = % 2% gin 3z — %62:” cos3z + C.

6.1.14 Bestim [ zeV® dz.

Faktorn eV?® verkar enklast att derivera. Partialintegrering ger att

1
xeﬁdx:% eV — /1 2. f—da:— %xzeﬁ—%/x?’/zeﬁdm.

Tyvarr verkar detta inte forenkla integralen. Vi har fortfarande kvar den be-
svirliga eV*-faktorn och dessutom har exponenten for z-faktorn dkat.
Lat oss istéllet prova en annan strategi. Substituera u = /x.

1
zeV®de = {u=x; du= mdm}zQ/uge“du.

Denna integral #r enklare att partialintegrera. Vi viljer att derivera u3-faktorn
och forts#tta partialintegrera tills vi eliminerat u3 helt.

/uge“ du = u3e" — /3u26“ du = ue® — 3(u26“ /Que“ du)
— 2<ue“ — /1 et du))

= ude — 3ule® + 6ue — 6e* + C.

= ude" 3(

Med den ursprungliga variabeln ar

zeVE dy = (2333/2 — 6z 4+ 12v/x — 12)6\/5 + C.

6.1.32 Hairled en reduktionsformel for
/2
I, = / " sinz dzx
0

och bestam Ig.

Idéen &r att vi uttrycker I,, i termer av ldgre ordningars uttryck i en s.k. reduk-
tionsformel, d.v.s.

In= f(In_1,In_o,...).

Pa sa sétt har vi forenklat problemet nagot. Integralerna I,,_1, I,_2 0.s.v. kan i
sin tur, med samma formel, uttryckas i termer av I,,_o, I,,_3 0.s.v.



Genom att fortsitta nysta upp formlerna kommer vi till slut till nagra integraler
av sa pass lag ordning att vi direkt kan rikna ut dem.

Lat oss borja med att partialintegrera I,,. Vi deriverar z™ (vars gradtal da
sjunker med ett steg) och integrerar sinx.

/2

/2
I,=|2" (- cos:c)} — / nz" 1. (—cosx)dx
0

0

/2 /2
=—(m/2)" cos7r/2+n/ " cosadr = n/ "t cosx dr
0 0

Vi fick inte riktigt tillbaka en integral som vi kan uttrycka i termer av Iy:na. Om
vi ddaremot partialintegrerar ytterligare en gang sa borde cosinus-faktorn aterga
till en sinus-faktor.

/2 . 1 /2
n/ " cosmdx:n[x"* sinx}
0

=n(r/2)"' —n(n —1)I,_s.

/2
fn/ (n — 1)z" 'sinz dx
0 0
Alltsa &r reduktionsformeln
I, =n(n/2)" ' —n(n—1)I,_s.
Vi ldgger mérke till att formeln ovan uttrycker I, i termer av I,,_s, d.v.s. forenklar

integralen med tva steg i taget.

Genom att succesivt rdkna ut Iy, Is Iy och Ig nar vi alltsa fram till malet.

/2 /2
Iy :/0 sinz dx = [—cosx}o =-0-(-1) =1,
L=2 ()" -2.1-Ip=n—2,
L=4-(2)""—4.3.1,= 12 —12(r — 2) = 1n® — 127 + 24,
I6=6- (%) =651, = 37° —30(4x® — 127 + 24)
= 27% — 157% 4 3607 — 720.

Bestiam /arctanxdx.

Vid forsta pasyn verkar integralen hopplos. Knepet ér att se integranden som en
produkt,

1-arctanz.

Vi partialintegrerar och véljer att derivera arctan x och integrera 1.

1

T3

/arctana:dm = rarctanx — /x
I integralen i hogerledet anvander vi substitutionen u = 1 + z2,

x 2
= = 1' :2
/1+x2 de = {u=2"+1; du =2z dx}

du
= %/; =Lllogu+C = 1log(z® +1)+C.
Sammantaget far vi

/arctanxdcc = zarctanx — % log(z? + 1) + C.

Berdkna /log:cd:v.

Vi anvénder tricket fran forra uppgiften och ser integranden som en produkt av
tva faktorer,

1-logzx.

Vi partialintegrerar och véljer att derivera logx och integrera 1.

1
/logxdx:x-logx—/x-—dw:xlogm—x—I—C.
x
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22 dx

6.2.2 Beridkna | ——.
V1 — 422

Det forsta vi observerar i integralen &r uttrycket i ndmnaren,

V1 — 422 (%)

Nér ett uttryck av den hér typen forekommer i en rationell integrand kan vi
forenkla uttrycket med en substitution av typen

T = asiné, ()

dér vi anpassar talet a sa att uttrycket (x) kan forenklas med den trigonometriska
ettan. I vart fall véljer vi a = 1/2 for da blir

V1—4a?2 = /1 —4(3sin6)? = V1 —sin*0 = |cosf|.

I substitutionen (f) svarar x-virdena mellan —a och @ mot #-virden mellan —%

och 5. Pa detta f-intervall &r cos @ positiv, sa vi kan ta bort beloppstecknen i
formeln ovan.

Med substitutionen z = % sin @ ar alltsa

22
/7d:ﬂ: {x =1lging; de = l(3089d0}
/1—932 2 2

1 gin29
:/4sm .écosedoz/ésm?ade.

cos

Den sista integralen skriver vi om med formeln for dubbla vinkeln,

:/%(1—0%29)(19: L1(9— Lsin20) +C

For att uttrycka den primitiva funktionen i den ursprungliga variabeln sétter vi
in 6 = arcsin 2.

= % arcsin 2z — 3—12 sin (2 arcsin 235) +C
= {formeln for dubbla Vinkeln}

1 . 1 . . .
= g arcsin 2z — 15 sin(arcsin 2z) - cos(arcsin 2x) + C

Uttrycket sin(arcsin 22) kan vi direkt férenkla till 2z, men for att férenkla ut-
trycket cos(arcsin 22) behéver vi en hjdlptriangel.

2 cos(arcsin 2z) = /1 — 422

arcsin 2x

V1 — 422

Alltsa &r den primitva funktionen

= % arcsin 2x — %x\/ 1—422+C.

6.2.10 Berikna

/ V9 + z2

Uttrycket /9 + 22 #r en annan typ av uttryck som ocksa kan férenklas med en
trigonometrisk substitution. Denna gang anvénder vi formeln

1

1+ tan%0 = ——
+tan cos20

som inspiration till en substitution av typen

r = atanb, ()



dér a viljs lampligt. Med a = 3 blir vart uttryck

V9422 =+/9+ (3tanh)? = 31/1 + tanf = 3

~ Jcos@|

Precis som i foérra uppgiften svarar z-vérden i substitutionen (f) mot 6-virden
mellan —3 och 7, sa beloppstecknen kring cos ¢ kan tas bort i formeln ovan.
Med substitutionen z = 3 tan 6 blir integralen

/ 2
/ % dr = {z = 3tan6; dz = 3(1 + tan’0) df}

3 1
= [ —— ———3(1 +tan®0) df
/ cosf 34tantd (1 tan’6)
Vi kan skriva om integralen nagot med de trigonometriska formlerna

sin 6
——— och tanf=——
cos20 cos@’

1 [ cos@

9/ sin*0
I den hér integralen kénner vi igen téljaren cosf som derivatan av sinf, sa vi
substituerar ¢t = sin 6,

1+ tan%0 =

till

= {t =sinf; dt = cosfdb}

1 [dt 1 1
= C=——++C
27 sin®6

o/ m= et

For att uttrycka den primitiva funktionen i den ursprungliga variabeln x, ritar
vi en hjdlptriangel.

249
sinf = ——
2+ 9

3

Alltsa ar den primitiva funktionen

(@240
=g O

dx
6.2.16 Berikna _
/ 212 — a?

Det hér &r ett exempel pa den tredje och sista typen av "roten ur ett andragrads-
uttryck”. I detta fall ska vi substituera

a

cos@’

far da overgar vart kvadratrotsuttryck till

2 2
a 1 — cos“6
VaZ—a? =/ —a? =a\/| ——— = aVtan?0 = a|tanf|.
cos26 cos?6

Tyvérr kan vi i detta fall inte ta bort beloppstecknen kring tan 6, utan nir x < —a
sa har vi minustecken och nér x > a sa har vi plustecken.

For att slippa beloppstecknet nér vi integrerar behandlar vi de bada fallen z >
a och x < —a separat.

x> a: Med substitutionen z = blir integralen

COSs

a asin @
cosf’ dr = cos26 dé'}

dx _{
N

/cos20 1 asin@da
o a? atanf cos20

1 in @
:¥/6089d9: %4—0.

For att skriva integralen med den ursprungliga variabeln x anvander
vi en hjilptriangel.

Jr2 _ 42
M /12 — 2 sin@zu
X
0 a

Alltsa &r den primitiva funktionen

1 Va2 — g2
__M_FC.

a? x




z < —a: Rikningarna blir som i fallet ovan, férutom att vi hela tiden har med
ett minustecken fran tangensfunktionen. En primitiv funktion dr alltsa

I de olika z-intervallen (—oo,—a) och (a,00) har vi olika primitiva funktioner.
Detta &r inget underligt utan helt naturligt.

dx

6.2.22 Berakna/m~

Vi skriver om ndmnaren till ett kvadratiskt uttryck med hjalp av kvadratkom-
plettering,

4o —a? =4 — (x —2)°

Med en enkel substitution ¢ = z — 2 kan integralen skrivas

/(4_(; )3/2—{t—x 2} / 3/2

Standardsubstitutionen i detta fall ar

t = 2sin6.
Integralen blir

t— 2sinf; dt = 2c059d9}

/ 2cosfdf 1 / df
23 cos30 4 ) cosf
1y
1

1
=1+ tan2d = —}
tan +tan cos26

tanf + C.

Vi anvinder en hjélptriangel for att uttrycka den primitiva funktionen i t-
variabeln, och dédrmed i z-variabeln.

22 dx

6.2.26 Berakna/m.

I integrandens ndmnare kénner vi igen uttrycket 1 + z? som &r ett av dessa
kvadratiska uttryck som, trots att vi inte har nagon kvadratrot, limpar sig for
en trigonometrisk substitution.

22 dx 9 dz
tan26 1 sin 6
= [ — " d0={1+tan’0= ——; tanf =
/ 1+ tan?6 { + tan cos2g’ ! COSH}

= / sin®0 df = {formeln for dubbla vinkeln}
= /%(1 —cos20)df = 16— Lsin20 +C

= {formeln fér dubbla vinkeln}

2%9—%0089-81119—1—0



For att uttrycka den primitiva funktionen i den ursprungliga variabeln x ritar vi
en hjalptriangel.

1
V1 2 cosf) = ———
+x " T2
T
sinf =

¢ 1 V 14+ 1'2
Alltsa ar den primitiva funktionen

1

=T
:larctanx—12 +C.

2 +$2

1

Bestam n:te derivatan av f(z) = ——.
¢ —x—2

Istallet for att sétta igang och derivera funktionen for att uttyda ett enkelt
monster, ska vi forst forenkla funktionen med en partialbrakuppdelning.

Det forsta steget dr att vi faktoriserar ndmnaren, och det kréver att vi vet
namnarens rotter

2> —rx—-2=0 & z=—1 eller z=2.
Faktorsatsen ger att
1 1
2—z—-2 (z+1)(z—-2)
Enligt partialbrakuppdelningen kan uttrycket skrivas i formen
1 A . B
(z+D(xz—-2) z+1 =x-2

dir A och B &r tva konstanter. For att ta reda pa vad A och B ska vara kan vi
anvinda en teknik som brukar kallas handpalaggning.

Vi tar handen och técker 6ver den faktor i viinsterledet som svarar mot A,
1
(z—2)

och stoppar sedan istéllet for = in nollstéllet till den faktor vi téckt 6ver. Vi far
da vérdet pa A.

1

A= =1
—1-2) 3
Pa samma sétt far vi fram B,
1
B = =1
(2+4+1) 3
Alltsa &r
1 _1 1
_ _ 3 3
f(m)_(a?Jrl)(fo) x+1+x72'

Vi kan nu derivera termerna separat. Det dr nagorlunda enkelt att induktivt se
vad n:te derivatan blir,

(=)™ n!
x + 1)ntl

(=)™ n!
(x —2)ntl’

+

W=

f(n)(x) = (_§> (

(Se anteckningarna till gruppstudium 7.)

dx

6.3.6 Berik —.
eré. na/5_x2

Standardséttet att rdkna ut en primitiv funktion till en rationell funktion
foreskriver att vi forst faktoriserar ndmnarpolynomet,

1 -1

b—22  (z—5)z+V5)




for att sedan partialbrakuppdela uttrycket. Ansétt

-1 _ A B
(z—V5)(@+vV5) z—V5 z4+5

dir A och B ar okianda koefficienter. Eftersom nadmnarfaktorerna ir av forsta

graden kan vi anvinda handpaldggning,
-1 -1

w (f+f) ~ 25
1

= W "ok

A:

Alltsa ar

1 _ 1( —1 n 1 )
5—-22 22\z—v5 z++5

och vi far att

d 1 1 1
/awfvf (i )™

2[
1 z+5
SN —\/5‘

(10g|m—|—\/_| log|x—\/5\>+0

x dx

.3.10 Berik _—
6.3.10 erana/3m2+8x_3

For att faktorisera ndmnarpolynomet behover vi veta dess rotter

32 +8z—3=0.
Kvadratkomplettera!
3z+4)-1L-3=0 = x=-3 eller

Faktorsatsen ger nu att

x x
3024+ 8x—3  3(z+3)(z—1)

Vi partialbrakuppdelar. Ansétt

x A n B
3z+3)(xz—%) x4+3 a3

Handpaldggning ger att

~3 3-1) 7 10°
'@71/3
“3(1+3) w -~ 30

rdx % y
= d
/3x2+8x—3 /(w+3+x—§) !

= 2 loglz 43| + 55log |z — 3| + C.

Integralen blir nu




dx

6.3.12 Beré’ukna/—.
3 + 9z

Namnarpolynomet kan vi faktorisera direkt
z(2® 4 9).

Eftersom den hogra faktorn inte har nagra reella rotter kan den inte faktoriseras
ytterligare.

Vi partialbrakuppdelar. Ansétt

1 A Br+C

x(z2 4 9) 9:+ x2+9

Vi skriver hogerledet med gemensam ndmnare och jamfor sedan uttrycket med
vénsterledet,

_ A(z?+9) + 2(Bx + C)

x(z? +9)
_ (A+B)a?+Cx+9A
z(x? +9)
Identifikation av koefficienter ger att
A+B=0 A=1/9
C=0 = B=-1/9
9A =1 C=0

Integralen blir nu

dx 1 1 T 1 2x
_ (2o Ve =tloga— — [ =4
/m3+9x 9/(:0 z2+9) = gloe® 18/a:2+9 *

= Llogz — & log(z® +9) + C.

2 +1

6.3.16 Berékna/mdaﬁ.

Eftersom téljarpolynomet har hogre grad &n ndmnarpolynomet férenklar vi in-
tegranden med en polynomdivision.

z —7

23 +1 224+ Tx+12

— 23+ 722 4+ 122

— 72— 122 +1
— —Tx? —49x — 84
37z + 85
Alltsa ar
341 7y 37z + 85

2 rTr+12 ¢ 2+ Tz 412

Vi ska nu koncentrera oss pa det rationella uttrycket i hogerledet. Dess ndmnare
har rétterna

224+T7r+2=0 & r=-—4 eller z=-3.

Faktorsatsen ger att

37r+85  37x+85
224+ T2 +12  (x+4)(z+3)

Vi partialbrakuppdelar. Ansétt
37x 4 85 A B

(x+4)(z+3) x+4+w+3'

Handpaldggning ger att

Ao 37 (—4)+85 _ 63,
(—4+3)
B 37-(=3)+85 —

(=3+4)



Vi far nu att

341 63 26
——dr = -7+ ————)d
/12+7x+x2 . /(m +x+4 3:—!—3) *

=12% — 724+ 63log |z + 4| — 26log |z + 3| + C.

dx

6.3.20 Beréikna/m.

Vi undersoker rétterna till ndmnarpolynomet. Vi ser direkt att z = 0 &r en rot.
De 6vriga tva dr rotter till

? +204+2=0 & (x+1)2+1=0,

och &r inte reella. Alltsa ar

1 1

234+ 222 + 22 x(a? 422 +2)

Vi partialbrakuppdelar. Ansétt

1 A Bx+C  A(x®+2z+2)+x(Bx+O)

x(22 + 2x + 2) ;+x2+2x—|—2_ x(z? + +2x + 2)
(A+ B)2? + (2A+ C)x + 24
x(x? + 2z + 2)

Identifikation av koefficienter ger att

A+B=0 A=1/2
2A+C=0 &  B=-1/2
24 =1 C=-1

Vi far att
/diw_;/(l_wi”)dx
w34+222 422 2/ \z (z+1)24+1

2(x+1) dz
_ 1 _1/7d _;/7
28T a2+ 1™ T2 ) w2+t

= llogz — log((z+1)* +1) — S arctan(z + 1) + C.
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9.1.2 Avgor om foljden

o o

(o)
n2+1

begrinsad (ovanifran eller underifran),
positiv eller negativ (s& smaningom),
vixande, avtagande eller alternerande,

konvergent, divergent eller divergent mot +oco.

Vi kan skriva om formeln nagot

2n 2
n24+1 n+1/n

Eftersom indexet n gar fran 1 och uppat sa far vi nagontig stérre om vi
ersitter n med 1,

2 < 2
n+1/n = 1+1/n

Termen 1/n i ndmnaren &r alltid positiv, sa den kan vi erséitta med 0 och fa
ett storre uttryck,

Alltsa har vi visat att

2n
n?+1

<2 for alla n,

d.v.s. talfsljden dr begrénsad ovanifran av 2. A andra sidan ér téljaren och
nidmnaren alltid positiva, varfér vi har att

2n
n2+1

>0 for allan,

d.v.s. talféljden &r begrénsad underifran av 0. Talfoljden &r alltsa begrénsad.

Enligt a-uppgiften dr foljden alltid positiv.

I exempel 3 avsnitt 9.1 undersoks just denna f6ljd och dér visas att féljden ar
avtagande, men lat oss istéllet ga tillbaka till definitionen av en avtagande
f6ljd och visa att definitionen &r uppfylld.

Vi vill alltsa visa att

i1 < ap for alla n > N,

dér N &r nagot ldmpligt heltal. Skriver vi ut vad denna olikhet betyder i
vart fall sa far vi

2(n+1) ; 2n
(n+1)24+1 " n2+1

for alla n > N. (%)

Vi har skrivit ett fragetecken ovanfor olikhetstecknet for att markera att det
dr denna olikhet vi vill visa. Vi far en ekvivalent olikhet om vi forlinger
med (n+1)%2 + 1 och n? + 1 (bada #r positiva),

2(n +1)(n* 4+ 1) % 2n((n+1)*+1).

Vi forenklar och samlar termerna i ena ledet,

?
2n?+2n—2>0.

For att se om denna olikhet &r uppfylld kvadratkompletterar vi

2n+ 1) -5 >0, (1)

Av denna formel ser vi att vinsterledet har ett minimum i n = —%, men
dr vixande for n > —%. Om dirfor (f) géller for ett visst positivt n sa
géller olikheten &ven for alla index storre dn n. I detta fall géller olikheten

from. n =1,
(+3-5=3-1=1>0,
sa (*) dr uppfylld for alla n > 1.

Vi har

2 2
lim v {forling med 1/n} = lim

= —F =0.




9.1.18 Berikna gransvirdet av foljden

. n*-2yn+1
" 1—-n—3n2"

Vi berdknar griansvirdet precis pa samma sitt som nir vi har grinsvirden av
funktioner.

2_9 1
nh—>ngo an = nh—>ngo % = {forling med 1/n%}
1-2n324p2 1-040
— 1' = = —1 .
oo n-2—n-1-3 0-0-3 /3

9.1.24 Berékna gransvirdet av foljden

an =n —\/n?—4n.

Om vi tittar pa formeln for a,,

a, =n—vn?—4n,

sa ser vi att den &r en differens mellan tva termer varav den ena &r ett kvadrat-
rotsuttryck. Standardtricket i dessa fall dr att forlanga med uttryckets konjugat,

(n— vVn?2 —4n)(n+\/n2 —4n)
ap =
n 4+ vn? —4n
n?—(n?*—4n) dn

C n4+Vn2+4n  n++/n?—4n

Vi far alltsa att

lim a, = lim = { forling med 1/n }

4n
n—oo n—oo n +4/n? —4dn
4

4

9.1.26 Berikna gransvirdet av foljden

w (251

For stora n gar basen i potensuttrycket mot 1 medan exponenten gar mot co. Vi
har alltsa en tédvlan mellan hur snabbt basen gar mot 1 och exponenten mot co.
Utgangen av denna tdvlan avgor gransvérdet.

Ett vanligt trick ndr man har stora produkter eller potensuttryck &dr att loga-
ritmera. Vi skriver alltsa om uttrycket till

)

an = =expqnlo .

" n+1 P & n+1

Argumentet till logaritmen gar mot 1 och det kan vi se tydligare om vi skriver

om argumentet nagot,
{ 1 (n +1- 2) }
=expynlog| ——
p g n+ 1

= exp{nlog(l — ni—l-l) }

Den andra termen i logaritmens argument gar mot 0. Fér argument ndra 1 vet
vi enligt Maclaurinutvecklingen att logaritmen har utseendet

log(1+4¢) = e+ O(e?).



I vart fall innebéar detta att

log(l— n—2|—1) :_n—Qi—l +O((n—:1)2)'

Déarmed ar

0 — exp{n(—nil +o(ﬁ)>}

:eXp{_an—l +O<(n—f1)2>}'

Later vi n — oo fas
. ) n n
AL, n = nhfioe}(p{f2 ntl O((n+ 1)2)}

= { exp ir kontinuerlig}

=exp{ Jim (27 +O((nflf))}

=exp{—2+0}=¢"?

9.2.2 Berdkna Z Z " ! eller visa att serien divergerar.
n=1

Serien &r en geometrisk serie med basen —i. Summan #r

S3(-1)

n=1

»N»—‘

i_lnl #:2
N

oo
9.2.4 Berdkna Z eller visa att serien divergerar.
n

3
= 103"

Serien &r faktiskt en geometrisk serie, vilket vi ldttare ser om vi skriver om sum-
manden lite,

5 5

07 (109"

Innan vi sétter igang och anvinder formeln for en geometrisk serie noterar vi att
var serie inte riktigt overensstimmer med formeln

s a
E az" "t =

1—
n=1

Vart startindex dr 0 istéllet for 1 och dessutom har vi n i exponenten istéllet
for n — 1. For att fa réatt startindex gor vi en indexforskjutning

x.

= 1 k:n—f—l} - 1
5 ———7 = =5)  —
;(103) {”:k_l ,; (103)"

Problemet med exponenten 16ste sig sjdlv. Summan av serien dr nu

5 5000
5 = = .
Z 103 -t 1-1/103 999

n

oo
2
9.2.10 Berédkna Z % eller visa att serien divergerar.
n=0

Summanden bestar av tva termer, sa vi kan dela upp summan i tva delar

oo

= 3+2"
Z gtz Z 3n+2 + Z 3n+2 (*)

n=0




Eftersom serierna dr positiva sa dr uppdelningen () alltid giltig. Den forsta serien
i hogerledet ar en geometrisk serie med summan

—~ 3 I~ 1l 7
2 mm Tyl o1
n=0

n=0

Wl

N[

Wl

Den andra serien &r ocksa en geometrisk serie, vilket vi enklare kan se efter en
omskrivning,

= 2 21 2\ & )
Z n+2:Z_2<_> =7 _ 32~ 3
3 £« 32\3 1-2

Sammanlagt har vi alltsa

eller visa att serien divergerar.

> n
9.2.16 Berik
erakna 2 n + 2
Termerna verkar misstinksamt stora. Vi har att

1 1
lim LI lim

—=—=1.

I en konvergent serie maste termerna ga mot 0, sa var serie maste vara divergent.

eller visa att serien divergerar.

9.2.18 Berikna Z
—n +1

I detta fall ser vi att termerna gar mot 0 da n — oo, sa vi kan inte direkt avfirda
serien som divergent.

Serien dr dock missténkt lik den harmoniska serien, som vi vet ar divergent.
Eftersom den harmoniska serien ligger néra griansen till att konvergera sa maste
vi vara forsiktiga nér vi ska jimfora serien med den harmoniska serien. Vi har

= 2 =1
;n+1:2;n+1'

Vi gor en indexforskjutning sa att summanden ser exakt ut som den harmoniska
serien

k=n+1 1
{n:k—l} ];Qk

Var serie dr alltsa den harmoniska serien utan den forsta termen. Alltsa ar serien
divergent.

konvergerar eller divergerar.

(o)
9.3.2 Besté
estdm om T; R

Nér man far en serie av den hér typen brukar man borja med en informell un-
dersokning av termernas storleksordning for stora m. I en sadan understkning
forsummar man deluttryck som man vet &r mycket mindre &n de mera domine-
rande delarna av uttrycket. I vart fall ar

n*—2~nt nt—2 nt nd



d.v.s. for stora n liknar termerna i var serie termerna i den konvergenta p-serien
> # Eftersom konvergensen av en serie avgors av utseendet av termer for sto-
ra n, sa borde var serie ocksa vara konvergent.

Ett sétt att realisera detta resonemang dr att anvinda jamforelseprincipen.
Vi ska da undersoka gransvirdet av kvoten mellan termerna i var serie och den
vélkdnt konvergenta serien,

n

4 _ 4 1 1
lim 2 2 _ lim o lim = =1.
n—oo i n— oo n4— n—>oo]_—2/n4 1—0

n3

Eftersom griansvirdet dr dndligt och jimforelseserien dr konvergent, sa ar var
serie konvergent enligt jimforelseprincipen.

9.3.4 Bestim om Z r%

n=1

konvergerar eller divergerar.

Precis som i forra uppgiften gor vi forst en informell undersékning av termernas
storleksordning for stora n. For stora n ar

VisVE i a1

n+n+1~n?

n24+n+1  n2  n3/2

Termerna dr alltsa jimforbara med termerna i den konvergenta serien . #
Grinsvirdet av kvoten mellan vara termer och 1/n%/? ar

vn
2 2 1 1
%: lim ————— = lim - -
n—oon?4+mn+1 n-ccl+1/n+1/n2 14040

lim
n—oo

n3/2

Jamforelseprincipen ger nu att eftersom gransviardet dr dndligt och serien vi
jamfor med dr konvergent sa &r var serie konvergent.

oo

9.3.8 Bestidm om serien E oz3n konvergerar eller divergerar.
og 3n
n=1

Man maste ha en kénsla for olika funktioners storleksordningar. Logaritm-
funktionen vixer alltid langsamt i jimforelse med termer av typen n®, oavsett hur
litet € > 0 vi véiljer. Alltsa dr termerna i serien ) 1/log 3n, for stora n, storre dn
termerna i t.ex. den harmoniska serien > 1/n. Eftersom den harmoniska serien
ar divergent sa borde var serie ocksa divergera.

Vi jamfor darfor var serie med den harmoniska serien,

1
log 3n . n . 1
=lm —M = lim ————— =
n n

Jamforelseprincipen ger nu att var serie ér divergent.

— 1
9.3.10 Bestdm om E 217“ konvergerar eller divergerar.
n

n=0

For stora n &r

1Jrnwni1
2—|—nwn7

)

d.v.s. termerna gar inte ens mot 0 och serien kan da inte vara konvergent.
Alltsa: Eftersom

. 1+n . 1/m+1 0+1
lim = lim ——=—-—=1
n—oo24+mn n—oo2/n+1 0+1

ar serien divergent.



9.3.12 Bestdm om Z konvergerar eller divergerar.
n=0

o
— 1+nyn

Vi undersoker termernas storleksordning for stora n,

n? n?

1+nyn  nyn

Inte nog med att termerna inte gar mot noll, de gar mot oo, och da kan inte
serien vara konvergent.
Sammanfattningsvis, eftersom

— /7.

sa ar serien divergent.

o]

9.3.16 Bestam om Z

n=1

1+ (-1
NG

konvergerar eller divergerar.

Uttrycket (—1)™ alternerar mellan —1 och +1, s& summandens téljare 1+ (—1)"
alternerar mellan 0 och 2. Varannan term &r alltsa noll,

SSECDT_0 20 2 02

— Vn VIiov2 V3 Vi V5o Ve
For att fa en serie med rent positiva termer tar vi bort alla noll-termer och
indexerar om serien

+Z+ %+ 2+ 5+ 4

e
sk
sl

—1 g
Do T+ &‘m
w T é‘m

Med denna indexering blir serien
>\ 2 > 1
=2 -

Detta &r en vilkdnd p-serie, och den &r divergent.

> 4
9.3.18 Bestdm om Z n—' konvergerar eller divergerar.
n!

n=1

Det hér talet handlar om vilken storleksordning som n! har i jimforelse med n*.
En tumregel ar hierarkin

n">nl>ad" >n* > 1, (%)

dédr a > 1. Med beteckningen > menar vi att det vénstra ledet vixer fortare &n
det hogra ledet, sa fort att kvoten mellan dem gar mot 0. I vart fall &r alltsa

Fragan blir d& om termerna avtar tillrackligt fort for att serien ska konvergera.
For att besvara denna fraga ska vi anvénda jamforelseprincipen och vart hie-
rarki (*). Vi ska jimféra var serie med den konvergenta p-serien Y 1/n?,

lim

n—0oo

3[\3‘ H|:>—| 3%
|

Eftersom vi vet att n! > n® blir grinsviirdet ovan 0. Jimforelseprincipen ger nu
att var serie dr konvergent.
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oo 2n
-1
9.4.4 Bestdm om E ( 23 ar absolutkonvergent, betingat konvergent eller divergent.

n=1

Eftersom exponenten 2n alltid dr ett jimnt tal sa &r téljaren (—1)2" = 1. Serien
dr alltsa en positiv geometrisk serie med kvoten % och &r konvergent.

Eftersom serien &r positiv sa sammanfaller begreppen konvergens och absolut-
konvergens. Svaret maste alltsa bli att serien &r absolutkonvergent.

n

(oo}
—2
9.4.6 Bestdm om Z (=2) ar absolutkonvergent, betingat konvergent eller divergent.
n=1

n!

Vi borjar med att undersoka om serien dr absolutkonvergent. Den positiva serien
ar

oo

=y (%)

n=1

(=2)"
n!

o0
n=1

Vi vet sedan tidigare att n! vixer mycket snabbare &n potensuttryck av téljarens
typ. T.ex. har vi att

3n
lim — =0.
n—oo N!

Om vi dérfor jamfor var serie (%) med den konvergenta geometriska serien

sa har vi att

Jamforelseprincipen ger att (x) dr konvergent, vilket betyder att serien i uppgifts-
texten ar absolutkonvergent.

9.4.8 Bestdm om E 2_—+nl ar absolutkonvergent, betingat konvergent eller divergent.
n
=0

Serien dr absolutkonvergent om den positiva serien

| —-n = n
Zn2+1‘zzn2+1 ()
n=0 n=0
ar konvergent. For stora n ar
n n 1

n24+1 n?2 n

b

s& termerna i serien (%) avtar lika langsamt som termerna i den divergenta har-
moniska serien. Vi jamfor dérfor (+) med den harmoniska serien,

n
o2+l n? . 1 1
nbo 1 nloon?41 mbeol41/n? 140
n

Jamforelseprincipen ger att () dr divergent, d.v.s. serien i uppgiftstexten dr inte
absolutkonvergent.

Det aterstar alltsa att undersoka om serien &r betingat konvergent eller diver-
gent. Att visa att en serie dr betingat konvergent &r ofta en delikat uppgift, sa
lat oss ta ett steg tillbaka och betrakta serien trunkerad till en #ndlig summa,

N
>
5 .
=nc+ 1
P& denna &ndliga summa kan vi anvinda de vanliga riknereglerna och bryta ut
en faktor —1,
Yoon -
Zn2+1 :_Zn2+1'

n=0 n=0




Om vi dr observanta ser vi att summan i hoégerledet blir den positiva serien (x) r=—2: Nér z = —2 ar potensserien
om N — oo. Vi har alltsa att

lim EN: o lim i o ar divergent 2_%3”(_1) .
N—>oon:0n2+1 - N—><:>on:0 Tl2+1 & ) "

Vi ser direkt att termerna inte gar mot noll, sa potensserien ar diver-
Alltsa maste serien i uppgiftstexten vara divergent. gent for x = —2.

r=0: Potensserien ar nu
o0
E 3n-1".
n=0

Aven i detta fall gar inte termerna mot noll, sa potensserien &r diver-

9.5.2 Bestdm mittpunkt, konvergensradie och konvergensomrade till potensserien gent for z = 0.
> 3n(z+1)" Sammanfattningsvis har vi att
n=1
mittpunkt -1,
konvergensradie 1,

konvergensomrade (—2,0).

Om vi skriver potensserien som

Z 3n(m — (—1))"
n=0

sa ser vi direkt att mittpunkten dr iz = —1.

Konvergensradien kan vi ridkna ut med d’Alemberts kvotformel, . . ) ) . .
9.5.4 Bestdm mittpunkt, konvergensradie och konvergensomrade till potensserien

n4 22n )
n=1

1

n—oo

= lim lim 1.

n—oo M :nﬂwl—&-l/n:l—l—oz

‘3(n+1)‘ n+1 1 1
n

Alltsa ar konvergensradien R = 1.

Fran denna information kan vi dra slutsatsen att for alla x i intervallet (—1 —
R,—1 4+ R) = (—2,0) s& konvergerar potensserien, och for alla x i interval-
len (—o0, —2) och (0,00) divergerar potensserien. Vi maste gora en speciell un-
dersokning av om #ndpunkterna x = —2 och x = 0 tillhér konvergensomradet. Vi ser direkt att potensserien &r centrerad kring x = 0.



Konvergensradien far vi fran d’Alemberts kvotformel,

(~1)H
L gy [ORDI2O )t
— = lim |———~— | = lim
n— o0 (_l)n n—oeo (Tl + 1) S22 22
n422n
= i n lim Cal li ")
“dn G e - ) e

= { z — z* dr kontinuerlig }

. . n Y141
= (Jm ) i=rti=d

Alltsa &r konvergensradien R = 4.

Konvergensomradet ar alltsa intervallet fran —4 till +4, men vi maste avgéra om
andpunkterna —4 och +4 ocksa tillhér konvergensomradet.

r=—4: For x = —4 blir potensserien
'ﬂ

R R e

Serien i hogerledet ar vilkint konvergent, sa potensserien ar konver-
gent for x = —4.

r=4: Potensserien &r
SEC PR NV
Z e an A=
n=1 n=1
som &r absolutkonvergent enligt fallet x = —4. Alltsa &r potensserien
konvergent for x = —4.
Om vi sammanfattar har vi alltsa
mittpunkt 0,
konvergensradie 4,
konvergensomrade [—4,4].

9.5.6 Bestdm mittpunkt, konvergensradie och konvergensomrade till potensserien

Vi skriver forst om potensserien i standardform,

3|®3

)" =>" i(_m(m —4)m.

n=1

>t

Nu kan vi avldsa att mittpunkten ar x = 4.

Konvergensradien ar enligt d’Alemberts kvotformel

en+1 1
[CESVEA :
= lim = = lim e ———=
n3

3
=e- lim ( r ) = {x — 2% dr kontinuerlig}

3
) =e-13=e¢,

:e-(lim
n—oon + 1

vilket ger att R =e™!

Slutligen ska vi underséka om de tva indpunkterna z =4 —e~ ' och x =4 +e~!
tillhor konvergensomradet.

r=4—e¢

r=4+e!:

—1.

D& x =4 — e~ ! &r potensserien
o0 oo
Y5 =2y
nd\e/ n3’
n=1 n=1

som &r valkdnt konvergent.

Potensserien blir i detta fall

Denna serie &r absolutkonvergent, som vi sag i den andra
dndpunkten.



Svaret blir alltsa
mittpunkt 4,
konvergensradie e,

konvergensomrade [4 —e~1 44 e71].

9.5.8 Bestdm mittpunkt, konvergensradie och konvergensomrade till potensserien

> (4z —1)"
$ a1

n=1

Vi skriver om potensserien i standardform,

n

o (4z—9)"
Z 714 = ({E - i)n
n=1

Har ser vi att mittpunkten ar z = i.

d’Alemberts kvotformel ger oss konvergensradien

4n+1
A R DI R n"
RO T | T e
w

I gransvérdet ser vi att ndmnaren har en faktor mer &n téljaren. Det verkar alltsa
som om gransvardet gar mot noll. Vi kan visa detta med f6ljande skattning

n 1
= lim 4
n—oo (n+1)" n+1
1
< lim 4-1 =

Alltsa &r konvergensradien R = oo.

Svaret blir

mittpunkt
konvergensradie

konvergensomrade

3 (men vilket annat reellt tal duger),
o0,

alla reella tal.



9.5.18 Givet potensserien

1
m:1+w+x2+x3+--~, (-1<z<1).
Utnyttja denna formel for att bestdmma potensserien for

11—z
T 14z

f(z)

i potenser av x, och bestdm for vilka x formeln ar giltig.

Vad vi ska gora &r att vi ska skriva om funktionen f(z) sa att vi kan uttrycka
den i termer av potensserieformeln i uppgiftstexten,

_1—x
T l4x

-1 1-2 2
r+1 x+1 r+1

f(z)

Den sista termen i hogerledet &r néstan uttryckt i potensserieformeln. En ytter-
ligare omskrivning ger

2 > "
_—l-l-m——l-i-an::o(—x)

142> (=1)"a™
n=1

9.5.28 Bestdm summan av serien

> n-+1

n=0

Om vi tittar lite ndrmare pa serien sa ser vi att uttrycket 2% skulle kunna komma
fran z” i serien
o0

Z(n + 1)z"

n=0

om vi stoppar in z = 1/2.
Faktorn (n 4 1) &r typiskt en faktor som dyker upp nir man deriverar en
potensserie,

Z(n +1)a" = % Zx"“.
n=0 n=0

Serien i hogerledet dr en vanlig geometrisk serie, sa vi har att

> d =z 1

n+1)z" = — = ) *

Z( +1) de 1—x (1—1)? ()

n=0

Det &r viktigt att notera att ovanstaende formel géller bara for z inom konver-

gensomradet till den geometriska serien. Om vi vill stoppa in = 1/2 sa maste
vi dérfor forsikra oss om att @ = 1/2 verkligen tillhor konvergensomradet.

Den geometriska serien har konvergensomradet (—1,1), sa vi kan lugnt stoppa

inz=1/21(x),

)
1 1
on (1 )2

_1
n=0 2



o )nfl

Visa att Z (_17 =
n

n=1

Losningen till den hér uppgiften &r lite invecklad, med nagra steg och delresultat.
For att inte forlora 6verblicken redovisar vi forst en skiss av 16sningen som hoppar
over allt smatt och koncentrerar sig pa huvuddragen.

> (_1>n—1
1. Visa Maclaurinserien log(l+ z) = Z " for |z| < 1.
n

n=1
-1 n—1
2. Visa att serien Z ———— &r konvergent.
n
n=1
3. Anvind Abels kontinuitetssats,
e n—l
log2 = lim log(1
2= g o1+ 0= 3= U
n=
_1 - X (—1)n1
= lim —— x” = 4.
Z r—1— n ngl n

Punkt 3 &r redan ganska vélforklarad sa det rdcker om vi visar punkt 1 och 2.

1. Maclaurinutvecklingen av log(1 + z) dr vilkénd,

log(1 +z) = Z _Til z" + Ry(), (%)

n=1
dér resttermen ges av
FM ) N
Nl
Med ett relativt enkelt induktivt resonemang kan vi fa fram att
()" (n—1)!
(1+z)"

Ry(z) = (0 <&y < ).

F" (@) =

Sa resttermen ar

Om vi later N — oo sa ser vi att

li = i
W R ) = o e
N G ) :
B i R

={&v e (0,2) = lm&l <limazV =0}

Alltsa ger (), om vi later N — oo, att

N— n—l e n—l
log(l1+z) = hm Z " + hm Ry (z Z
n=1 n=1

. Vad vi ska notera i serien

y GV %)

dr att den &ar alternerande. For att en alternerande serie ska konvergera
riacker det om beloppet av termerna avtar monotont mot 0, och i vart fall &r

stringt avtagande, sa Leibniz test ger att serien (%) &r konvergent.



Lektion 18, Envariabelanalys den 7 december 1999

App. IT1.2 Antag att f(z) < K i intervallen [a,b) och (b, ¢], och lin}j f(z) = L. Visa
att L < K.

I vanliga fall skulle vi bara hénvisa till instdngningsprincipen och uppgiften skulle
vara 10st, men i detta fall ska vi ga tillbaka till definitionen av gréansvérde och
med den som utgangspunkt visa uppgiften.

I en mera teoretisk uppgift av den hir typen kan det vara bra att forst tydligt
skriva upp vad vi vet och vad vi vill visa.

Vi vet: 1. f(z) < K 6verallt i [a, c] utom majligtvis i z = b,
2. 1inr}) f(z)=1L,
Vill visa: 3. 1in}) fla)=L<K.
xr—
Punkt 2 6versitter vi med griansvirdesdefinitionen till

2*. Oavsett hur litet vi viiljer € > 0 sa finns alltid ett § = d(e) > 0
sa att

L—-—e< f(z)<L+e¢, (%)
for alla z i en punkterad §-omgivning av x = b.

Om vi plockar ut den viktiga informationen ur punkt 1 och 2* sa séger den att i
en punkterad §-omgivning av x = b sa ar

f@) < K, (1)
L-e< f(z)<L+e. (2)

Om det nu vore sa att L > K, sa skulle den vénstra olikheten i (2) valla problem.
For, sig att vi véljer € > 0 sa pass liten att L—e > K (vilket vi kan). Da séger (1)
och (2) att

K<L-e< f(zx) <K,

vilket helt klart ar orimligt. Alltsa maste antagandet att L > K vara fel, d.v.s.
vi maste ha att L < K. VSB

App. IT1.4 Visa att foljande funktioner adr kontinuerliga,

)
b)

flx) =0,
g(z) = =.

Vi ska visa att

lim f(z) = f(a)

r—a

for alla reella tal a.

a)

Om vi skriver (x) med griansviirdesdefinitionen ska vi alltsa visa att:

Oavsett hur litet € > 0 vi véljer sa finns det alltid ett 6 = d(g) > 0

sa att

|f(z)— fla)| <e forallaz:0<|z—al<d.

Eftersom f(x) = C for alla z sa blir (1),
0<e forallaz:0<|z—al<d.

Denna olikhet &r alltid uppfylld om € > 0.

I detta fall ska vi visa att:

Oavsett hur litet € > 0 vi véljer sa finns det alltid ett § = d(e) > 0

sa att

lg(z) —g(a)] <e forallaz:0<|z—al <.

Med g(z) = z blir (7),

|z —a] <e forallaxz:0<|z—al<é.

Om vi viljer § = ¢ sa ser vi att (f) ar uppfylld.



App. IV.2 Lat

1, omz=1/nforn=1,2,3,...,
flx) =
0, annars.

Visa att f ér integrabel 6ver [0, 1] och berdkna

/01 (@) da.

Lat oss forst rekapitulera Riemannintegralens definition.
Till varje partition (indelning) P av intervallet [0, 1] bildar vi en 6ver- och un-
dersumma,

n—1

U(P) = Z M;Az;,
1=0

n—1
=0

dir M; ar f:s storsta virde i det i:te delintervallet och m; dr f:s minsta virde i
samma delintervall.

Oberoende av vilka partitioner P och P’ vi viljer sa kommer alltid en
Oversumma vara storre dn en undersumma,

L(P') < U(P).

Om vi dérfor ritar ut de mojliga vérdena for 6ver- och undersummor pa en tallinje,
sa kommer de typiskt att ha utseendet

gap
wey vp)

‘\—V—J S ~ VRS
mojliga varden mojliga varden
pa undersummor pa Oversummor

Om det inte finns nagot gap mellan de tva mingderna av mojliga virden pa
over- och undersummor eller om detta gap endast bestar av ett virde I, da ar
funktionen integrabel pa intervallet och

/Olf(x)dle.

For att visa att gapet i vart exempel hogst bestar av ett viarde ska vi ta fram en
foljd av partitioner {P,} sa att
lim U(P,) = lim L(P,) = 1I.

n—oo n—o0

Vi ska inte direkt skriva upp partitionen P,, utan ta hjélp av en annan parti-
tion P, ,. Partitionen P,, , ska vi bygga upp genom att stegvis légga till delin-
tervall som ska kapsla in de punkter dér funktionen antar virdet 1; lat oss kalla
dessa punkter for 1-punkter.

-

1-punkter

Det forsta delintervallet som vi ldgger till &r [0, %], som ska fungera som ett
ihopsamlingsintervall for alla 1-punkter som hopar sig kring « = 0.

Al

Kring varje 1-punkt utanfor [0, 1] skapar vi ett intervall med lingd - och cen-
trerad kring punkten. Punkten = = 1 blir hér ett undantag, dér vi istéllet skapar
ett intervall med = = 1 som hoger éndpunkt.

i HH H H H
Antalet sédana L-delintervall blir (n — 1) (kom ihag att fr.o.m. z = 1 s4 tillhor
1-punkterna delintervallet [0, 1]).

Slutligen later vi mellanrummen mellan de hittills definierade intervallen vara
de sista delintervallen som vi lagger till var partition Py, ».

’ R + H
Py . .

Oversumman till P, » blir

U(Pm,n):ZMiAl‘i:1-%+(n_1).1.L




Lat nu P, vara partitionen P, = P,z ,,. Da far vi att

1 n-1
U(P,) = U(Pnzm) = n + n2

— 0 dan— oco.

Eftersom funktionen &r positiv sa maste vi ha att
0 < L(P,) SU(P).
Instédngningsprincipen ger att

lim L(P,) = 0.

n—oo

Vi har ddrmed visat att f dr integrabel pa [0, 1], och att

/01 f(z)dx = 0.

App. IV.6 Anvind definitionen av likformig kontinuitet for att visa att f(z) = /z ar
likformigt kontinuerlig pa [0, 1].

Vi ska visa foljande:

Oavsett hur litet ¢ > 0 vi véljer och oberoende av a € [0,1] sa finns
ett 6 = 0(g) > 0 sa att

Wz —+Va|<e forallaz:0<|z—al <é. (%)

Det som tillkommit jamfort med griansvirdesdefinitionen &r att nu ska § vara
oberoende av a. Vi vill alltsa kunna vélja ett § > 0 sa att vi utgaende fran

O<|z—al<d (1)

kan hérleda olikheten

Vz —+Val <e, (1)

helt oberoende av vilket viarde a har.
Om vi ritar upp grafen till y =/,

Y

~

> T

sa ser vi att grafen har en lodrét tangent i = 0. Det betyder att tva punkter x
och a som ligger nira varandra, |z — a| < §, 1 ndrheten av 0 kommer ha sina
funktionsvirden pa betydligt storre avstand &n §. Vi maste darfor vélja 6 mycket
mindre dn €, d.v.s. i en annan storleksordning &n €.

Vilj dérfor § = 2. For att visa (2) delar vi upp hiirledningen i tva delar.

z>¢e2: Vihar

|z — al g2

Ve-val= e e < Va0 ©

x<e?: Vihar
V- Val< Wz -0]=Va<Vel=e.

Alltsa har vi utgdende fran (1) visat (2) med § = €2 (som #r oberoende av a).
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