Fischer-karnor och Cauchy-problem for vagekvationen

Lat P(w) och Q(z) vara tva polynom i n komplexa variabler. Vi soker en upp-
delning av exponentialkirnan e"'* = exp (w121 + - - - Wp2y) som en summa e%'? =
h(w, z) + g(w, z), dar P(D,)h = 0 och Q(z) delar g. Om det entydigt existerar
hela funktioner h(w,z) och g(w,z), av exponentiell typ med avseende pa z, som
uppfyller detta, sa kallar vi dem Fischer-karnor. 1 sa fall far vi ocksa en uppdelning
m a p det duala paret Q(D,,) och P(w), dvs dven P(w) delar g , samtidigt som
Q(Dy) h =0 . Vidare finns en moderfunktion G som uppfyller

g(w, 2) = P(w) Q(2) G(w, 2)

e¥? = P(D,)Q(z) G(w,z),

e = Q(Dy) P(w) G(w, 2) .

Om vi forst byter ut w mot —iw och sedan (for de z for vilket detta ar mojligt) tager
(invers) Fouriertransform m a p w € R™ som tempererade distributioner, sa far vi
uppdelningen 6,(s) = 6(s—z) = n(s, 2)+P(—Ds) Q(z) G(s, z), dar P(D,)n(s,z) =0
och Q(s)n(s,z) = Q(s)n.(s) = 0 (n kommer fran h, och G kommer fran G).
Observera att distributionen 7, lever diar Q(s) =0, s € R™.

Om vi nu parar §-ekvationen m a p s med en (tillrickligt snill) funktion ¢(s) , sa
far vi, genom att vanda pa resonemanget, for givna funktioner ¢ och f losningen
@ till det inhomogena Cauchy—Goursat—problemet i R",

P(D) =1,
p=f dda Q=0, egentligen: Q(z) delar ( p(2)— f(2)) ,

medelst formlerna (parning m a p variabeln s)
© = Qhom + Ppart , dar ¢hom(2) = (m. | f) och (Ppart(z) =Q(2) (G v ).
Det syns att Gr(s,z) = Q(2) G.(s) = Q(z) G(s, z) ar Greens funktion.
Exempel 1. w' = (wy,...,wn_1), w? = wi+--4w2_;, P(w) =w?-w2, P(D,) =
vagoperatorn, Q(z) = z2. Hér blir

h(w, z) = e (cos(iznw) + wnznw ) )
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vilket efter Fouriertransformering ger losningen till vagekvationen med dubbla data
pa initialméngden Q = 22 = 0, dir z, ar tiden. D& n =4 ( tre rumsdimensioner)
far vi Kirchhoffs formel.
Exempel 2. P som ovan, och Q = P . Di &r Q = 0 pa ljuskonen (2')?2 —22 =0,
och vi far en losning till det karakteristiska Cauchy-problemet for vagekvationen med
data pa denna kon.
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