
K4.10
Då antalet ekvationer är större än antalet obekanta kan normalt
ekvationssystemet inte lösas så att samtliga ekvationer uppfylls.

I vilken innebörd ”löser” minstakvadratmetoden ett sådant
ekvationssystem?

K4.13
Ange ett lämpligt sätt att skriva ett andragradspolynom på som
med MKV skall anpassas till givna värden för x = 15,16,17,18,19.
Ange även systemmatrisen i normalekvationerna.

Och för x = 310,311,312,313,314?
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4 Minstakvadratmetoden

4.1 Bestäm med minstakvadratmetoden lösningen till de överbestämda ekva-
tionssystemen nedan. Undersök genom insättning hur väl lösningen satisfierar
det givna systemet. Visa även att residualvektorn för lösningen är ortogonal
mot kolumnerna i den rektangulära systemmatrisen.

a)





x+ y = 1
2x+ y = 3
x+ 2y = 2
2x− y = 2

b)





2x+ y + 2z = 3
x+ 2y − z = 1

2x− y − 2z = −1
x− 2y + z = −3

4.2 För att kunna beräkna atomvikterna för kväve och syre har man bestämt
molekylvikterna för fyra kväveoxider: NO, N2O, NO2 och N2O5. Man har då
fått värdena 30.006, 44.013, 46.006 respektive 108.010. Atomvikten för kväve
ligger nära 14 och för syre nära 16. Använd minstakvadratmetoden för att
bestämma atomvikterna med större noggrannhet.

4.3 Vid tiderna t = 0, 1, 3, 4 har mätningar givit y = 1, 8, 11, 20.

a) Anpassa med minstakvadratmetoden en rät linje till givna data och
ange residualvektorn.

b) Bestäm den horisontella räta linje som ger bästa anpassning enligt
minstakvadratmetoden, ange residualvektorn.

c) Bestäm den räta linje genom origo som i minstakvadratmetodens me-
ning bäst anpassar mätvärdena, ange residualvektorn.

4.4 Givet följande uppsättning punkter:
x 2 4 7 9
y 3 6 7 10

a) Bestäm den räta linje y = a+b x som i minstakvadratmetodens mening
bäst approximerar mätvärdena.

b) Antag att a och b endast får vara heltal. Bestäm de värden på a och b i
den räta linjen y = a+b x, som under detta bivillkor bäst approximerar
mätvärdena.

ENM 4.6
Tidvattenståndet i Nordsjön bestäms av den så kallade M2-tide,
vars periodlängd är cirka tolv timmar och har formen

H(t) = h0 +a1 sin

(
2πt

12

)
+a2 cos

(
2πt

12

)
där t anges i timmar. Anpassa med minstakvadratmetoden H(t)
till mätserien:

t (tim) 0 2 4 6 8 10
y (meter) 1.0 1.6 1.4 0.6 0.2 0.8



ENM 4.14

18

Vid 33oC har vinden ingen kylande effekt på huden, därför ansatte Siple for-
meln Thud = 33− (a+ b v + c

√
v) (33− T ), där v är vindstyrkan i m/s och

T är den temperatur som termometern visar.

Använd Siples värden vid T = 0 :
v 2 5 8 11 14
Thud 0 −7.5 −12 −14.5 −16.5

för att med minstakvadratmetoden bestämma a, b, c. Använd därefter Siples
formel för att räkna fram den upplevda temperaturen Thud när termometern
visar −5oC och det blåser 7 m/s.

4.12 Stockholms normalmedeltemperatur T (oC) under årets tolv månader är
månad jan feb mar apr maj jun jul aug sep okt nov dec
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T −2.5 −3 −0.5 4 10 15 18 17 13 7.5 3 0.5

Anpassa modellen T = T0+a sin(2πt
12

+φ) till dessa mätdata. Parametrarna
är årsmedeltemperaturen T0, amplituden a och fasförskjutningen φ. Markera
mätdata och rita upp den anpassande kurvan. Vad blir felkvadratsumman?

Ledning: Modellen kan även skrivas T = T0 + a sin 2πt
12

cosφ + a cos 2πt
12

sinφ
dvs T = T0 + p sin 2πt

12
+ q cos 2πt

12
, där p = a cosφ och q = a sinφ.

Rita upp residualerna i en figur och förklara hur residualkurvans utseende
kan ge idé till förbättring av modellen. Genomför beräkningarna och bestäm
parametrarna i den utökade modellen. Vad blir felkvadratsumman nu?

4.13 Hastighetskonstanten k i en kemisk reaktion A → B ska bestämmas. Kon-
centrationen x(t) av A bestäms av sambandet x(t) = x0e

−kt, där x0 är A:s
koncentration vid tiden t = 0. Följande mätdata är givna:

t 0 1 2 3 4
x 0.70 0.61 0.55 0.45 0.40

Formulera ett linjärt ersättningsproblem och anpassa sedan modellfunktionen
till mätdata med minstakvadratmetoden.

Antag nu att x0-värdet är så väl bestämt att det kan tas ur tabellen.
Bestäm den återstående parametern k med minstakvadratmetoden.

4.14 Följande mätdata beskriver vätskeflödet q som funktion av trycket p i mun-

stycket till en vattenslang: p 10 16 25 40 60
q 94 118 147 180 230

Man antar att flödet är proportionellt mot en obekant potens av trycket
med en okänd proportionalitetskonstant. Bestäm de båda okända storheter-
na. Diskutera sedan hur man kan avgöra om antagandet är rimligt.

K4.26a (hemma)
Modellfunktionen f (x) = c1/(1+ c2x) skall anpassas till givna
mätvärden för x = 10.0,10.2,10.2, . . . ,14.4.

Föreslå någon omskrivning så att ett linjärt ersättningsproblem
formuleras.
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4.15 Man anar att det finns ett samband mellan planeternas omloppstider T och
deras medelavstånd R till solen, ett samband på
formen T = T0R

q där T0 och q är konstanter
och R är mätt med jordbanans radie som enhet.
Formulera ett linjärt ersättningsproblem och be-
stäm T0 och q med minstakvadratmetoden.
Kontrollera resultatet mot välkända jorddata.

R T (år)
Merkurius 0.39 0.24
Venus 0.72 0.62
Mars 1.52 1.88
Jupiter 5.20 11.9
Saturnus 9.50 29.5
Uranus 19.0 84.0

4.16
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Traktrix

P och Q är förenade med ett snöre av längden 1. Från
början befinner sig P i origo och Q vid x = 1, y = 0. Då
P rör sig rätlinjigt längs positiva y-axeln beskriver Q en
släpkurva, även kallad traktrix (se Kurvor i National-
encyklopedin). Släpkurvan har det analytiska uttrycket

y(x) = ln(1 +
√
1− x2)− lnx−

√
1− x2

som vi vill approximera med ett polynom.

a) Plocka ut tjugo punkter på släpkurvan vid x =
1, 0.95, . . . , 0.05 och gör minstakvadratanpassning
med ett andragradspolynom. Öka därefter grad-
talet successivt till fem. Rita de tjugo punkterna
tillsammans med polynomkurvorna och beräkna residualerna och fel-
kvadratsumman i samtliga fall.

b) Banan för P går rätlinjigt längs positiva y-axeln om Q följer släpkur-
van. Gör nu en bakåtstudie för att undersöka hur krokig P:s bana blir
som följd av att Q rör sig längs en polynombana som startar vid x=1
med negativ x-riktning. Utnyttja att P befinner sig i andra änden av
det sträckta snöret som följer tangentens riktning från kurvan vid Q.
Beräkna steg för steg koordinaterna för P och rita in P:s bana. Rita in
y-axeln också så att det tydligare framgår hur bankurvan för P avviker
från den exakta rätlinjiga banan längs y-axeln. Genomför beräkningar-
na för alla fyra polynomen. Vilken följer y-axeln bäst?

4.17 Kalle Sprängare vill lokalisera läget av en mineralfyndighet som tros ligga
i ett skikt, som kan skrivas z = c1 + c2x + c3y. För att bestämma de tre
parametrarna c1 , c2 och c3 borrar Kalle ner fem hål från marken (planet
z = 0). På markytan har de fem hålen koordinaterna (xi, yi). Provhålen är
20

helt lodräta så Kalle kan mäta djupet zi för mineralfyndigheten i vart och
ett av de fem borrhålen:

x 30 40 10 20 50
y 50 20 30 10 40
z −81.3 −63.5 −57.0 −44.8 −80.7

Bestäm parametrarna c1, c2, c3 med minstakvadratmetoden.
Var i kvadraten 10≤ x≤ 50, 10≤ y ≤ 50 bör Kalle borra för att borrhålet
ska bli så kort som möjligt?

4.18

x : 6 10 12 16
23oC 1.2 2.3 3.2 5.4
28oC 1.5 2.9 3.9 6.3
32oC 1.8 3.4 4.5 7.0
37oC 2.3 4.2 5.2 7.9

Prestanda hos ett lufttorkaraggregat tillhandahålls i en tabell som anger hur
den resulterande torrluftsfuktigheten y (mätt i g/kg) beror av ingående luft-
fuktighet x (g/kg) och temperatur T (oC).
Man finner att vid fix inluftfuktighet ökar y
approximativt linjärt med temperaturen, och
då temperaturen hålls konstant gäller att y
kan approximeras av ett andragradspolynom.

a) En modell för resulterande fuktigheten kan skrivas med följande ansats
(lämplig för handräkning): y ≈ Q(T, x) = P1(x) + P2(x)(T − 30)
där P1 och P2 är andragradspolynom. Bestäm det förstagradspolynom
som i minstakvadratmetodens mening anpassas till första kolumnens
y-värden (x = 6) och beräkna residualvektorn. Gör motsvarande för
kolumn två (x=10).
För kolumn tre ger minstakvadratanpassning 4.200 + 0.1434(T−30)
och för kolumn fyra: 6.650+0.1783(T−30). Nu finns fyra värden vardera
till andragradspolynomen P1 och P2. Visa hur minstakvadratmetoden
kan utnyttjas för bestämning av koefficienterna i P1 och P2.

b) En annan ansats för modellfunktionen Q(T, x) som passar för datorbe-
räkning är Q(T, x) = c1 + c2x+ c3x

2 + c4T + c5xT + c6x
2T .

Det finns sexton mätdata att anpassa till den sexparametriga modellen.
Skriv ett matlab-program som i minstakvadratmetodens mening be-
stämmer parametrarna. Jämför den beräknade modellfunktionen med
den som erhölls i uppgift a.

4.19 En modell för befolkningsutvecklingen på jorden ges av dB/dT = KF B
2,

där B är världsbefolkningen, T är tiden och KF är en så kallad fertilitets-

konstant. Denna differentialekvation löses lätt: B =
1

KF
· 1

T0 − T
.


