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HANNES REIJNER

11.2.3 Antag att uttrycket (z +y + 2)" &r utvecklat och att termerna
ar samlade enligt vanliga alebraiska regler exempelvis

(x+y+2)?=2"+y*+ 22+ 22y + 2yz + 227

Hur manga termer finns i den resulterande formeln?

16sning. Vi betraktar uttrycket (z +y+ 2)" = (x +y + 2)(x + y +
z)...(x +y+ z) och obseverar att polynomet &r homogent av grad n.
Det betyder att det for alla termer géller att summan av potenserna ér
n. Vi har alltsa att det for en term ma®y®2¢, dir m #r ett naturligt tal,
alltid géller att a + b+ ¢ = n. Vi observerar ocksa att det kommer att
finnas termer ma®y’z¢ for alla mojliga kombinationer av icke-negativa
heltal a,b och ¢ sa att a + b+ ¢ = n. For att fa reda pa antalet termer
kan vi darfor se processen som att vi bland de 3 termerna z, y och z
véljer n stycken dér vi tillater repetition (vi har ju i exemplet ovan att
2? forekommer som term) och inte tar hinsyn till ordningen i vilka de

kommer (vi har ju i exemplet ovan att zy = yz). Vi har alltsa att anta-

S+n—1\ _ (24n\ _ (n+2\ _ (42!  _ (n+2)(nt1)
let termer ges som (*77) = (") = (") = s = 2
Héar ar det viktigt att observera att vi véjer m stycken bland 3 och
inte tvart om! Till sist en extra kommentar. Om vi har ett uttryck

(21 + @9+ 2,,)" s& far vi motsvarande ("*77) termer, testa sjilv!

11.1.7-8 (nagot modifierade) Visa att

s—1 S s+n—2 s+n—1 s+n
+ +- 1t + =
0 1 n—1 n n
dar s och n ar naturliga tal pa 3 olika sétt:

(a) genom att anvinda Pascal’s identitet

()= (05)

= +

r r r—1
(sats 11.1.1 eller 4.1.1 i gamla boken) och induktion.

(b) genom att anvinda Pasqal’s identitet med m = s + n och r = n,
(*F) = (**""1) + (°*I"]") och anvinda pasqal’s identitet om och
om igen for att dela upp sista termen.

(c) genom ett rent kombinatoriskt resonemang,.
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16sning a). Vi konstaterar att (*;') + (5) +---+ (7" ) + (77 =

1 n—1 n

S o (*771) och visar med hjilp av induktion. Vi later n = 1 och ser

att Zgzo (S+i_1) = (861) + (i) =1+s= (SJ{I) och har dérmed ett

induktionsbassteg Vi antar nu att pastaendet ar sant for n = k, det

vill séga att Z (S“ 1) = (s*k'k) vilket alltsa utgor vart induktions-

antagande. Vi undersoker nu fallet n = £+1 och far att EkH (5“:_1) =

7

<Zf:0 (**- 1)>+(S+(k+1) ") = {anviind induktionsantagandet } = (*7*)+

i k+1 k

s+(k+1)—1 s+(k+1)—1 s+(k+1)—1 o
( (k+1) ):<(k(+1)31)+( (k+1) )Z{Latm:‘9+k+100h
= k + 1 i Pascal’s identitet } = (iﬂl) Vi har alltsa visat att

om pastaendet giller for n = k sa géller det ocksa for n = k + 1
och har visat att pastaendet &ar sant for n = 1. Darmed foljer det att
s—1 s s+n—2 s+n—1\ __ n s+i—1\ __ [(s+n

Co) + )+ + L)+ (707 =25, () = (), for alla

n—1 n %
naturliga tal n och s, vilket skule bevisas.

1 ) Vidare har vi enligt

:— (s+n i 1) och vilket for
+ (Hn 2) Vi utfor samma

16sning b).Vi har att (SZ”) (s+n 1) i <S+n
Pasqal’s identitet att (**"7) = (**"2i71)
1 =1 ger oss att (””) — <s+n 1) <s+n 2)

operation for i = 2,3,...,n — 2 och far da att
(s+n> (s+n—1) <s+n—2> ( ) <8—i—1>
= +
n n n—1
Vi observerar att (sil) = (‘;) + (8) och eftersom (S) 1= ( ) att
(SJ{I) = (f) + (561) vilket ger oss att
s+n s+n—1 s+n—2 s+1 S s—1
o) = O e ()0 ()
vilket skulle bevisas.
16sning c). Vi har en (s + n)-delméngd X = {x1,29,...,2s1n } och
M vara méingden av alla n-delméngder till X. Vi har alltsa att |M| =
(°*T™). Vi viljer nu en n-delméngd Y = {y1,9s,...,y, } till X. Vi-
dare later vi M; vara méngden av alla n delméngder som innehaller
Y1, Y2, - -+, Yi1, men inte y;, for ¢ = 1,2,... n. Till sist later vi M,
vara mangden av n-delméngder till X som innehaller yy,9s,...,Yyn
(Sjalvfallet innehaller M, bara 1 n-delméngd, ndmligen Y'). Vi ser
nu att M = U M; och att NZ'M; = 0 och har dirfor att |M| =
S M. Vidare observerar vi att det for en n-delméngd A tillhérande
M; géller att y1,ys,...,y;—1 tillor A, men att y; inte tillhér A. Vi har
déarfor att de resterande n— (i — 1) elementen i A kan véljas ut-
an repetition bland ur mangden X \ {y1,v2,...,y, }. Eftersom |X \
{y1,92,...,yr }| = s + n — i, valet dr oberoende av ordning, men ut-

an repetition kan det goras pa (nsfg__;)) = (f:’l:;) satt. Till sist ser vi

enkelt att det for specialfallet ¢ = n + 1 géller att (561) = 1 och kan
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darfor lata |M, 1| = (°;') = 1. Vi summerar nu och far att

s+n - S (s+n—i
QA ELIES SLUED oI (A

i=1

() (e ()03

vilket skulle bevisas.
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