Ovning 10

Introduktion

Varmt vélkomna till tionde 6vningen i Reglerteknik AK!

Hakan Terelius hakante@kth.se

Repetition
Modelleringsfel
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Overforingsfunktionerna ér slutna systemet Go(s) fran referenssignalen, kinslighetsfunktionen
S(s) fran storsignalen v, samt den komplimentira kinslighetsfunktionen T(s) frdn métbruset n.

Det algebraiska villkoret
S(s)+T(s)=1

forhindrar att badde stérningar och méatbrus undertrycks samtidigt.

Dessutom har vi modellfel till systemet G(s), déar det verkliga systemet ges av dverforingsfunktion
G°(s). Vi introducerar det relativa modellfelet Ag(s) genom

G%(s) = G(s)(1 + Ac(s))

Robusthetskriteriet

Robusthet beskriver ett systems tolerans mot modellfel, och robusthetskriteriet &r ett tillrdckligt
villkor for att det verkliga aterkopplade systemet ska vara stabilt. Antag att

e regulatorn F'(s) stabiliserar modellen G(s),
e modellen G(s) och det verkliga systemet G°(s) har samma antal poler i HHP,
e att F(s)G(s) — 0 och F(s)G"(s) — 0 d& |s| — oo,

e att

2ol < )

D4 ér dven det slutna systemet som erhalls nir G° aterkopplas med F' stabilt.
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Teori
Tillstandsaterkoppling

I tillstandsbeskrivningen inférde vi tillstdndsvariabler x for att beskriva ett systems interna
tillstand. Systemets dynamik formuleras som ett system av forsta ordningens differentialekvationer

z(t) =Ax(t) + Bu(t)
y(t) =Cx(t) + Du(t)

I tillstandsaterkopplingen later vi insignalen u styras av systemets tillstand «x istéllet for utsignalen

Y
u(t) = r(t) — La(t)

Yref + e u Yy

Figure 1: Aterkopplat system

Yref +
I‘ L

Figure 2: Tillstandsaterkoppling

Om det 6ppna systemet beskrivs av

sa fas det slutna systemet

z(t) =Ax(t) + Bu(t) = Az(t) + B (r(t) — Lx(t)) = (A — BL)x(t) + Br(t)
y(t) =Cx(t)

Polerna till det slutna systemet ges av egenvéardena till A — BL.

Styrbarhet

For varje tillstand z*, existerar det en insignal u(t) som for systemets tillstdnd x fran
origo till z* i dndlig tid?



I sa fall sdgs systemet vara styrbart.
Styrbarhet &r ocksa ekvivalent med att man med L kan véilja det slutna systemets poler fritt.

Definiera styrbarhetsmatrisen S = [B AB A’B ... A”_lB}. Kolumnerna till styrbarhets-
matrisen spanner upp de styrbara tillstanden, och systemet ar da styrbart om

det(S) #0

rank(S) =n

Observator

I tillstandsaterkopplingen gjordes aterkopplingen direkt pa systemets tillstdnd z, som maste
métas. Om tillstandet inte gar att méata direkt sé skattas det fran utsignalen y med hjélp av en
observator.

Yref +

L Observator

Figure 3: Tillstandsaterkoppling med observator

Observatoren forsoker fa tillstAndsskattningen z att g& mot det verkliga tillstdndet z. Vi
aterkopplar varan modell med felet i skattningen, y(t) — CZ(t), vilket ger oss observatorens
tillstandsekvation

t=Ait+Bu+ K(y—C#)=(A— KC)& + Bu+ Ky

Polerna till observatoéren ges av egenvéirdena till A — KC, och avgor hur fort skattningsfelet gar
mot noll.

Vi vill att observatoren ska vara snabbare &n systemet, alltsa att observatorens poler ar langre ut
i VHP &n polerna till det slutna systemet.

Notera att observatéren designas oberoende av tillstandsaterkopplingen.

Observerbarhet

Finns det nagot initialvirde zo # 0 sd att utsignalen ar identiskt noll y(¢) = 0 d&
insignalen ar identiskt noll u(t) = 07

I sa fall sigs systemet vara icke observerbart.

Observerbarhet ar ekvivalent med att man med K kan vélja observatoérens poler fritt.
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Definiera observerbarhetsmatrisen O = CA . Nollrummet till observerbarhetsmatrisen
CA'nfl
spanner upp de icke observerbara tillstanden, och systemet dr da observerbart om
det O # 0
U G, x1 —~ Yy
T
Go 2
T
Gy ——

Figure 4: Icke styrbara/observerbara tillstand

Styrbar kanonisk form

G(s) bis" L+ 4 b5+ b,
S) =
s+ a8+t ap 15+ a,

kan skrivas pa tillstandsformen

—a1 —az
1 0 0 0 0
aty=|0 1 0 O )+ |9 u@)
0 0 1 0 0
yt)=1[br by -+ bn]x(t)

Denna tillstandsbeskrivning &r styrbar!

Observerbar kanonisk form

Overforingsfunktionen kan ocksa skrivas pa tillstdndsformen

—aq 1 0 --- 0 by

—as 0 1 0 b
=] : w0+ | [ u)

—ap—1 0 0 1 bn-1

—a, 0 0 0 by,



y(t)=[1 0 0

Denna tillstandsbeskrivning &r observerbar!

Minimal realisation

0] =(t)

En tillstandsbeskrivning som &r bade styrbar och observerbar &r en minimal realisation av

systemet.

Det innebér ocksa att det inte finns nagon tillstindsbeskrivning som har samma 6verforingsfunk-
tion, men med ldgre dimension pa tillstdndsvektorn.

Problem 8.13

8.13 a)

Satter vi in virdena pa [ = m = g = 1 for forsta pendeln, och | = o, m = g = 1 for andra pendeln

far vi differentialekvationerna

Zcosd1 + d1 = sin ¢y

%08 ¢y + by = Sin g

Vi linjériserar kring den (instabila) jaimviktspunkten ¢y = ¢2 = 0. Titta pa Taylor-utvecklingen

for sinus och cosinus

_ x3 xb
sinx = x — 3l + 5l
1 x? x4
cosx =1 — 21 + m

Linjariseringen ger oss alltsa differentialekvationerna

P4 by = ¢

it agy ~

b2

Lat oss nu definiera tillstandsvariablerna x1 = ¢1, xo = q51, T3 = ¢ och x4 = gz.Sg, samt insignalen

u = Z. Vi har da att

Ty =¢1 =19

a}g:(ﬁl—é:l‘l—’u,

T3 = 2 = T4

b= (62— 2) = (e —w)

eller pa matrisform

OO = O
S O O
QRO O O
o~ OO



8.13 b)

For att bestdmma styrbarheten tittar vi pa styrbarhetsmatrisen

0 -1 0 -1
s=[B ap ap ap=| 0 % 1Y
19 —L 0
Systemet ar styrbart om det .S # 0,
—1)2
detS = %
!

S& systemet dr styrbart om och endast om « # 1, vilket motsvarar att de badda pendlarna har
samma langd.

Den fysikaliska tolkningen &r att om pendlarna ar lika langa s& &r deras dynamik identisk, och
da gar de inte att styra oberoende av varandra.

Problem 8.10

Vi tittar pa styrbarhetsmatrisen

S = [B AB A?B ... A"_lB]
och observerbarhetsmatrisen c
CA
O — CA?
CcAM!

De styrbara tillstdnden spéinns upp av kolumnerna till S, och dimentionsen &r alltsd rank(S),
medans de icke observerbara tillstdnden &r nollrummet till O, och dimensionen &ar alltsa n —

rank(O).

8.10 a)
1 -2 4
S=|-1 3 -9
2 -6 18
rank(S) = 2

6 ganger forsta kolumnen, plus 5 ganger andra kolumnen &r lika med minus tredje kolumnen, sa
de styrbara tillstanden spédnns exempelvis upp av de tva férsta kolumnerna.

1 3 1.5
O=|-2 -3 -15
4 3 1.5



n—rank(0)=3-2=1

2 ganger sista kolumnen ar minus andra kolumnen, s& nollrummet spianns upp av vektorn

0
-1
2
8.10 b)
0 0 0
S=14 -8 16
-2 8 =32
rank(S) =2

och de styrbara tillstanden spdnns exempelvis upp av de tva férsta kolumnerna.

0 3 0
O=|(3 -6 0
-9 12 0

n—rank(0)=3-2=1

Nollrummet spanns upp av vektorn

0
0
1
Problem 9.1
9.1 a)

Vi anvéinder tillstandsaterkoppling

sa det slutna systemet blir pa formen

z(t) =(A — BL)x(t) + Br(t)
y(t) =Cu(t)

dar systemets poler ges av egenvirdena till A — BL. Notera att matrisen L ar en 1 X 2 matris,
och kan alltsa skrivas
L=[u L]
Vi har da att
—1-1

[-2-1
A—BL—[ . 0

Polerna ges fran den karakteristiska ekvationen

0=det(\M —(A—BL)) = N+ 2+1)A+1+1y



Om systemet har poler i p; och ps sa skulle det motsvara den karakteristiska ekvationen

A =p1)A=p2) =A% — (p1 + p2)A + pip2 =0

och vi kan alltsa vélja polerna genom att sétta ly = —p; — ps — 2 och Iy = p1ps — 1.

Att vi kan vélja polplacering fritt innebér ocksa att systemet ar styrbart, vilket vi ocksa kan se
fran styrbarhetsmatrisen

1 -2
S=[B AB}_[O 1]
detS=1#0
Notera att ju ldngre ut i VHP som polerna ligger, desto storre {1 och Iy vilket ocksa innebér att
en storre insignal kommer behdvas.

I) Med poleri-3och-5fasly =3+5—-2=6o0chly,=3%5—1=14.

L=[6 14]

II) Med poler i-10 och -15 fas [y =10+ 15— 2 =23 och I = 10 % 15 — 1 = 149.

L=1[23 149

9.1 b)

Om vi inte kan gora en tillstdndsaterkoppling direkt fran systemets tillstand s& forsoker vi skatta
systemets tillstandet med hjélp av en observatér. Observatoren har tillstandsekvationen

t=(A-KC)%+ Bu+ Ky

dar observatorens poler ges av egenvirdena till A — KC. Notera att matrisen K &r en 2 x 1
matris, och kan alltsa skrivas

Vi kan forst testa att systemet ar observerbart,

c 1 0
O:[CA}:[—z —1}
detO=—1+#0

vilket innebér att vi kommer kunna placera observatorens poler fritt.

Vi vill att observatoren ska vara snabbare (poler lingre ut i VHP) &n systemet, dock ger en okad
snabbhet ocksa kanslighet mot brus. Vi véljer exempelvis observatérens poler som en dubbelpol i
-20 for att vara snabbare &n bade I) och II).

woxo [

1— ko 0



Polerna ges fran den karakteristiska ekvationen
0=det M — (A—KC) =X+ 2+k)A\+1—ko
Med dubbelpolen i -20 s& blir karakteristiska ekvationen
0= (A —(—20))% = A% 4 40\ + 400

Vi identifierar koefficienterna ki = 38 och ks = —399.

38
K= {—399]
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