Ovning 9

Introduktion

Varmt vilkomna till nionde 6vningen i Reglerteknik AK!
Hékan Terelius hakante@kth.se

Repetition

Kinslighetsfunktionen

Yref +

Figure 1: Blockdiagram

Kanslighetsfunktionen S(s) ar overforingsfunktionen fran stérningen v till utsignalen y, i.e., hur
kénsligt systemet ar for storningar.

V(s) + Geo(8)Yiet(s)

Felkoefficienter
Forsta felkoefficienten fas som det statiska felet da insignalen &r ett steg Yie(s) = %

0= Jim ) = I 5
Andra felkoefficienten fas som det statiska felet d& insignalen ar en ramp Yiee(s) = S%:

e; = lim e(t) = lim 5(s)

t—o00 s—0 8

Lead-lag kompensering

Ar ett sitt att designa regulatorer for att i en 6nskad dimpning (fasmarginal) och hastighet
(skérfrekvens) pa systemet. Regulatorn bestar av tva delar, forst en lead-del som dr fasavancerande,
och sedan en lag-del som é&r fasretarderande men anviands for att hantera stationéra felet.

Lead-lag kompenseringen dr en approximation, sa nir regulatorn ar designad sa bor man testa
systemet for att se att specifikationen &r uppfylld, och annars iterera fram en ny regulator.

Givet &dr en 6nskad skérfrekvens w4, en 6nskad fasmarginal ¢,, och en 6nskad felkoeffient e; for
systemet.
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Lead-delen Den fasavancerande lanken dr en PD-regulator pa formen

TS+ 1
Flead(s) = Km

1. Parametern § avgor den maximala hdjningen av fasen enligt ¢p,.x = arctan 217%, men vi

anviander oss av diagrammet pa sidan 106 i kursboken for att bestdmma g.

2. Parametern 7p bestdmmer var fasavanceringen &r maximal, och vi vill ha den vid den
onskade skérfrekvensen we 4, och vi véljer den dérfér enligt regeln

1
™D =
wc,d\/B

3. K véljs sa att onskad skérfrekvens w. 4 uppnés.

Lag-delen Den fasretarderande lanken dr en Pl-regulator pa formen

T1s+ 1
TIS + 7y

Flag(s) =
och anvinds for att minska det stationéra felet.
1. Anvénd slutvirdessatsen for att berdkna det stationdra felet. Med v > 0 blir lag-delen

stabil, och forstarkningen fér w = 0 blir % Valj v sa att felkoefficienten uppnaés.

2. Parametern 7; avgor hur hoga frekvenser som forstérks, och véljs i regel till

10

We,d

T =

Med det vérdet sa forsdmras fasen med ca 5.7° vid den énskade skirfrekvensen, vilket alltsa
maste tas med nir man designade lead-delen!

Teori
Modelleringsfel
Vi har nu tittat pa en idealiserad modell for reglersystem, men i praktiken finns det flera

begrdnsningar i denna model. Vi ska nu férséka hantera nagra av del modelleringsfel som kan
uppkomma.

Yref + —~ e u Yy

Figure 2: Ideal modell
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Figure 3: Verklig modell

e Storsignalen v kan paverka systemets utsignal z

e Mitbruset n paverkar métningen y av utsignalen, som anvinds fér aterkopplingen

Det finns alltsa tre externa signaler, och hela systemets 6verforingsfunktionen ar

_ G(s)F(s) 1 G(s)F(s)
26) = 15 a@mre O Y T amEe VY T T emre Y@
Go(s) S(s) T(s)

Overforingsfunktionerna ér slutna systemet G¢(s) fran referenssignalen, kinslighetsfunktionen
S(s) fran storningen, samt den komplimentdara kanslighetsfunktionen T(s) fran métbruset.

For att minimera effekten av storningar v vill vi att |S(iw)| ska vara liten, och for att minimera
effekten av métbrus n vill vi att |T'(iw)| ska vara liten. Notera dock att

S(s)+T(s)=1

vilket férhindrar att bada &r sma samtidigt.

Dessutom har vi

e modellfel av systemet G(s), dir det verkliga systemet ges av éverforingsfunktion GO(s). Vi
introducerar det relativa modellfelet Ag(s) genom

GY(s) = G(s)(1+ Ac(s))

o fysikaliska eller tekniska begrdnsningar i den genererade insignalen wu till systemet.

Robusthetskriteriet

Robusthet beskriver ett systems tolerans mot modellfel, och robusthetskriteriet &r ett villkor for
att det verkliga aterkopplade systemet ska vara stabilt da regulatorn F'(s) har designats utifran
modellen G(s). Antag att

e regulatorn F(s) stabiliserar modellen G(s),

e modellen G(s) och det verkliga systemet G°(s) har samma antal poler i HHP,
e att F(s)G(s) — 0 och F(s)G(s) — 0 da |s| — oo,



e att
|Ag(iw)| <

T (iw)|

D4 &r dven det slutna systemet som erhalls nir G° dterkopplas med F stabilt.

Notera att detta ar ett tillrickligt villkor, men inte ett ndodvandigt villkor for stabilitet. Om
kriteriet &r uppfyllt sa ar systemet stabilt, men det kan fortfarande vara stabilt &ven om kriteriet
inte ar uppfyllt.

Tillstandsbeskrivning

Infoér variabler for att beskriva ett systems interna tillstand. Speciellt kan ett system givet
av en hogre ordningens linjar differentialekvation skrivas som ett system av forsta ordningens
differentialekvationer.

Vi vill kunna skriva systemet pa formen

z(t) =Ax(t) + Bu(t)
y(t) =Cx(t) + Du(t)

Déar A, B,C, D ar matriser och z ar en vektor av systemets tillstandsvariabler.

Exempelvis for differentialekvationen

Y (t) + arij(t) + azy(t) + asy(t) = bu(t)

Ty
kan vi inféra variablerna x; = y, o = ¢ och x3 = §j, och tillstandsvektorn = |z |. Systemet
T3
kan da skrivas
0 1 0 0
z(t)=1 0 0 1 | z(t)+ [0 u(t)
—as —as —ai b

Vi kan ocksa ga fran tillstandsbeskrivningen till en 6verforingsfunktion genom Laplacetransformen:

——
V2]
<o
—~
» »
S~—
Il

AX(s)+ BU(s) _ X(s) =(sI — A)~'BU(s)
CX(s)+ DU(s) Y(s)=(C(sI—A)"'B+D)U(s)

Overféringfunktionen G(s) fran insignalen U (s) till utsignalen Y (s) kan alltsi skrivas

G(s)=C(sI - A)'B+D



Problem 6.7
6.7 a)

For att rita rotorten méaste vi forst bestimma det slutna systemet G (s):

F(5)G(s) 4o

Gels) = 1+ F(s)GY(s) - s2(s+1)+a(d+s(s+1))

For att bestimma polerna sd skriver vi ndmnaren till éverforingsfunktionen pa formen P(s) +
a®(s) = 0, och kan hér identifiera
P(s) = s%(s+1)

Qs) =4+s(s+1)
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Figure 4: Rotort for uppgift 6.7

Vi ritar upp rotorten (hdr med MATLAB), och ser hur polerna ror sig. Det finns tre poler till
systemet, dir tva av dem startar i origo och forst gar ut i VHP, men fér ndgot virde pa « sa
passerar de 6ver till HHP, dér systemet alltsa blir stabilt.



Vi vill nu bestdmma det o dér polerna hamnar i HHP, och tittar allta pa nédr polerna ligger pa
den imagindra axeln. Vi ansétter s = iw i P(iw) + aQ(iw) = 0 och far

—w?(iw+ 1)+ a(d —w? +iw) =0

a=w?=3

—w? + a4 —w) =0
—w? + aw =0

Systemet ar alltsa stabilt da a > 3.

6.7 b)

Vi bérjar med att skriva det verkliga systemet G°(s) med hjilp av det relativa modellfelet Ag(s).

(07

Go(s) = G(S)(l + AG(S)) = G(S)S +

S
S+«

= Ag(s) =
Vi vill nu anvinda robusthetskriteriet, och kontrollerar dess villkor

F(s)G(S)  _

1. Titta pa det modellerade systemet Gg(s) = RGO = s(s+41)+4’ som har poler i

—1 435 yilket alltsd ér stabilt.

2. Eftersom a > 0 s ger ;% en pol i VHP, d.v.s. G(s) och GY(s) har samma poler i HHP.

3. Bade G(s) och G%(s) har hégre gradtal i nimnaren én i téljaren, och alltsd har vi att
F(s)G(s) = 0 och F(s)G°(s) — 0 d& |s| — oo.

4. Slutligen vill vi verfiera att |T'(iw)| < m Yw.

Bestam forst \Acl(iw)| = Ywite® _ /14 (%). Titta pa lagfrekvensasymptoten (w — 0) sé

w
ser vi att beloppet gar mot odndligheten, och att lutningen i log-log plotten &r -1. Titta pa
hogfrekvensasymptoten (w — 00) s ser vi att beloppet gar mot 1, och att lutningen &r 0.

Skissa beloppskurvan, som ska ligga ovanfér beloppskurvan for T'(iw) = G (iw) given i
uppgiften.

Den kritiska punkten blir vid resonanstoppen |T'(2i)] = 2 < m = /1+ 2, vilket ger
villkoret o > 2+/3.

6.7 ¢)

Rotorten gav villkoret o > 3 och robusthetskriteriet gav villkoret a > 2v/3. Notera att 2v/3 > 3,
vilket kommer fran att rotorten gav ett bade nédvandigt och tillrackligt villkor for stabilitet, men
robosthetskriteriet enbart ger ett tillrackligt villkor.



Problem 8.2

Vi har fatt tillstandsvariablerna x = [il] = [g} . Lat oss skriva om differentialekvationen med
2

dessa variabler:

g

To + ;i sinxq + 7 cosry =0
~—~ ~—~
wg u

Vi gor nu ett variabelbyte sa att jamviktspunkten hamnar i origo

.’E1:£L’1—7T
Iy = T3
U="1u
Yy =11

och har da att
Ty + Wl sin(Zy + ) +icos(iy + ) =0

—sin 21 — cos Tq

= T9 :wgsinftl + % cos Ty

Vi vill nu linjéarisera sin och cos runt origo, och betraktar déarfér deras Taylor-utveckling:

3 b 27 N
smxfxf§+a WJF ~ T
2 4 6
T T T
cosr =1 o + il + ~1
Efter linjarisering far vi alltsa att
) 2 ~

Notera ocksa att vi fortfarande har

i‘1:$1=9=x2:j2

Vart linjariserade system kan alltsa skrivas pa formen

0= of 20+ |7] a0

Problem 8.3

Notera att for ett block % far vi att

leA = sB=A = b=a
s



Figure 5: Integrator-block

Vi tar darfér och definierar vara tillstand som de signaler som foljer efter ett % block i diagrammet.

Var tillstandsvektor blir
z

x= |0
Y
dér vi har
=M+ M,=1-Ky—60-Ky
0=2z2—y
y=0-Ky+ M,

=

och utsignalen ar y. Vi kan da skriva systemet pa formen

De yttre signalerna ar

0 -K, 0 Ky 0
zt)=11 0 =1|lz@®)+ |0 O0fwu®)
0 Ko 0 0 1

Problem 8.6

Vi anvénder oss av att systemet

#(t) =Ax(t) + Bu(t)
y(t) =Cx(t) + Du(t)

har overforingsfunktionen (vilket fis fram genom att gora en inverse-laplacetransform)

G(s)=C(sI —A)"'B+D

Alltsa har vi att

G@)=P42]F32 ;34_1E]

s+2 —1]7" 1 s+3 1
0 s+3]  (s+2)(s+3)| 0 s+2

Invertera matrisen

vilket ger



0= s A0l [
1 s+4 s
croery I ALt = ereer

Problem 8.4
8.4 a)

Infér tillstandsvariablerna x1 = y, o = ¢ och x5 = §. Vi har da att ©; = x9, 9 = x3 samt fran
systemets differentialekvation att 3 = —6x3 — 11xo — 621 + 6u.

Systemet kan da skrivas som

0 1 0 0
z(t)=10 0 1| z(t)+ 0] u(t)
-6 —-11 -6 6

8.4 b)

I den hér uppgiften har vi dven derivator av insignalen u, och darfor fortsétter vi lite annorlunda.
Introducera forsta tillstandsvariabeln x; = y, men samla sedan alla termer som innehéller en
derivata pa ena sidan:

d
%(i1+¢1+5x1—4ﬂ—u):2u—3x1

Vi later nu andra tillstandsvariablen vara det som star innanfor deriveringen
T2 :I'Z'?1+ZZ.71+5131*41'L*U

vilket ocksé ger
$2 = 2u — 3371

Repetera samma procedur igen, och samla alla termer som innehaller en derivering pa ena sidan:

d

— (&1 + 21 —4u) =29 — 521 +u

dt

och lat den tredje tillstandsvariabeln vara det som star innanfér deriveringen

x3:¢1+x1—4u

med
T3 =To —Ox1 + U

Har ser vi ocksa att
1 = —x1 + x3 + 4u



Systemet kan da skrivas som

8.4 c)

P& styrbar kanonisk form skriver vi overféringsfunktionen

bis" 4+ by_15+ by

G(s) = T
s"t+a18" Tt + -+ ap—18+an
pa tillstandsformen
—a1 —as —Qp—_1 —ap 1
1 0 0 0 0
st)=|0 1 0 Ol z@) + [Of u)
0 0 1 0 0

Pa observerbar kanonisk form skriver vi dverforingsfunktionen pa tillstandsformen

-ap 1 0 -+ 0 b1
—as o1 --- 0 bg
)= 1 1o o ia@®+ ()

—Gp—1 0 0 -+ 1 bn—1

—-a, 0 0 --- 0 b,
yit)=[1 0 0 0] =(t)

I vart fall far vi allts&
i) =72 Slaw + | u
1 0 0

respektive
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