Ovning 6

Introduktion

Varmt vélkomna till sjdtte 6vningen i Reglerteknik AK!

Hakan Terelius hakante@kth.se

Repetition
Nyquistkriteriet

Vi &r intresserade av det slutna systemets poler, men oftast ar det enklare att arbeta med det
Oppna systemet. Nyquistkriteriet anvinder argumentvariationsprincipen for att ge ett villkor pa
det 6ppna systemet som garanterar stabilitet for det slutna systemet.

Lat kurvan v omsluta HHP (motsols), och uteslut poler pa imaginéra axeln. Betrakta avbildningen
av kurvan v med hjilp av Go.

Lat Pp vara antalet poler till Go i HHP, och Pg antalet poler till Go i HHP. D& ar

Pc = Po + antal varv kurvan gor kring -1

Observera att varven alltid rdknas med tecken! Positivt for varv som gar motsols, negativt for
varv som gar medsols.

Teori
Superposition

For linjara system G géller superposition, d.v.s. att en linjirkombination av insignaler ger samma
linjarkombination av utsignaler. Om y;(¢) ar utsignalen for insignal uq(t) och yo(t) &r utsignalen
for insignal ua(t) sa ar ayy (¢) + by (t) utsignalen {or insignalen auq (t) + bus(t).

Med hjilp av fourierserier kan insignalerna approximeras som en summa av sinus och cosinus
funktioner.

= ?0 Z ap, cos(nx) + by, sin(nz))

eller

oo
§ Cnezn:v

n=—oo

Frekvenssvar

Frekvenssvaret dr utsignalen d& insginalen &ar en sinusvag med frekvens w och amplitud A,

u(t) = A - sin(wt).
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Utsignalen blir (efter att transienter har forsvunnit)
y(t) = |G(iw)| - A - sin(wt + arg(G(iw)))

Utsignalen har alltsd samma frekvens som insignalen, men férstdrks med faktorn |G(iw)| och
fasforskjuts med arg(G(iw)).

For att bestdmma frekvenssvaret dr vi alltsd intresserade av forstérkningen |G(iw)| och fas-
forskjutingen arg(G(iw)) for olika frekvenser w.

Bodediagram
I ett Bodediagram ritar man upp en beloppskurva |G(iw)| och en faskurva arg(G(iw)) som

funktioner av frekvensen w. Oftast anvinds en log — log plot for att f& med ett brett spektrum av
vérden. For beloppskurvan anvinds ofta decibelskala (dB) dér vérdet i dB ges av 20log; |G(iw)].
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Figure 1: Bodediagram

Skarfrekvensen w, i 6ppna systemet Go

e Bode: Den frekvens w dér beloppskurvan skéar 1
e Nyquist: Den frekvens w dir Nyquistkurvan skir enhetscirkeln

e Omvéant proportionell mot stigtiden ~ T%



Figure 2: Nyquistdiagram

Fasskirfrekvensen w, i 6ppna systemet Go

e Bode: Den frekvens w déar faskurvan skiar —180°

e Nyquist: Den frekvens w dar Nyquistkurvan skir negativa reella axeln

Fasmarginal ¢,, i 6ppna systemet Go

e Ett matt pa hur mycket faskurvan kan férskjutas innan instabilitet uppstar

e Bode: Faskurvans avstand till —180° vid w = w,

e Nyquist: Vinkeln mellan negativa reella axeln och den punkt dér Nyquistkurvan skar
enhetscirkeln

e Stor fasmarginal, bra ddmpat system

Amplitudmarginal A,, i 6ppna systemet Go

e Ett matt pa hur mycket amplitudkurvan kan héjas innan instabilitet uppstar

e Bode: Amplitudkurvans avstand till 1 vid w = w,

e Nyquist: Inversa avstandet fran origo till den punkt dar Nyquistkurvan skir negativa reella

axeln



Resonanstopp M, i slutna systemet G¢

e Hogsta vardet pa forstarkningen

e Omvint proportionell mot relativa dimpningen ~ %

Resonansfrekvensen w, i slutna systemet G¢

e Frekvensen vid resonanstoppen

e Frekvensen for svingningar hos stegsvaret

Bandbredden wg i slutna systemet Go

e Frekvensen dar beloppskurvan gar under % (-3 dB)

e Om G¢(0) # 1 sa definieras bandbredden sa att |G (iwy)| < |G (0)|/v2

e Omvéant proportionell mot stigtiden ~ T%

Skiss av Bodediagram

Lat overforingsfunktionen till systemet vara faktoriserad pa formen

T+2)A+ %) (1+5>)

G(S):Ksp(1+p%)(1+p%)~--(1+z;%)

e p &r antalet poler i origo
e m &r antalet nollstillen

e n ar antalet poler skilda fran origo

1. Légfrekvensasymptot ér de termer som dominerar for sma w, <

2. Hogfrekvensasymptot ar de termer som dominerar for stora w, %sm*p*"
m

3. Brytpunkter &r dir w = 21,22, ..., Zm,P1,P2,- -, Dn
Varje pol ger —1 i bidrag till lutningen
Varje nollstélle ger +1 i bidrag till lutningen

4. Rita amplitudkurvan

5. Berdkna arg(G(iw)) for nagra w, och rita faskurvan



Problem 4.1

Det &r sagt att termometern kan beskrivas som ett férsta ordningens linjért system, sa vi ansatter
G(s) = ;4 for ndgra konstanter a, b.

Vi vet ocksa att utsignalen fran ett LTI (Linear Time Invariant, Linjara TidsInvarianta) system
blir en sinusvag om insignalen ar en sinusvag, och att

u(t) = A-sin(wt) = y(t) =|G(iw)|- A -sin(wt + arg(G(iw)))

Lat oss forst bestdmma frekvensen w for signalerna fran figuren: Periodtiden &r 7' = 0.314 min,
2

och vinkelfrekvensen alltsd w = 2% = 20 rad/min = £ rad/s.

Vidare ser vi i figuren att tidsforskjutningen dr 0.056 min, s& fasforskjutningen ar arg(G(iw)) =

—2m 3928 = —1.12 rad. Férstérkningen far vi frén figuren till |G (iw)| = %2 = 0.45.

L&t oss nu bestdmma parametrarna a och b for systemet.

Gliw)| = | - \ a
w = =
b V14902

a 1 1
arg(G(iw)) = arg (éz n b> arg(a) — arg <3z + ) arctan <3b>

Los ut a och b sé fas a = 0.17 och b = 0.16, och alltsa ar 6verforingsfunktionen

0.17

Gls) = s+ 0.16

Problem 4.2
4.2 a)

Bestam forst det 6ppna systemets 6verforingsfunktion Go(s) = F(s)Gr(s)Gs(s).

142
F(s)=K & a=0.02,b=0.05
1
Gr(s) =
(S) 1+ sTs

G(s) fas fran differentialekvationerna, dir ¥(s) = G4(s)A(s),
w="¥ = Qs)=sU(s)

hio=-w+Kds = TisQ(s)=—Qs) + K1A(s)

Vilket ger
o S (1 + ST1)

N———
Gs(s)

U(s) A(s)



Det 6ppna systemet blir saledes
(1+3)

Gols) = KK
o 13(1+§)(1+1%T2)(1+1%T1)

Léagfrekvensasymptoten Go(iw) dédr w — 0 blir K.fl, och har alltsa lutningen -1 i loglog-
diagrammet.
Hogfrekvensasymptoten Go(iw) dir w — oo blir %, och har alltsa lutningen -3 i loglog-

diagrammet.

Brytpunkterna finns vid nollstéllet w = a = 0.02, och vid polerna w = b = 0.05, w = T% =0.01

och w= <4 =0.1.

T, —
w 0 7 =001 a=002 b=005 z =01
Typ Lagfrekvens Pol Nollstéalle Pol Pol
Lutning -1 -2 -1 -2 -3

4.2 b)

Hur férdndras Bodediagrammet d&4 K dndras? arg K = 0 sa faskurvan dndras inte, men | K| = K,
sa beloppskurvan skalas om.

Kritiska punkten dr da faskurvan dr —180°, d.v.s. vid skérfrekvensen w.. Titta pa Bodedia-
grammet, si ser vi att skdrfrekvensen &r w. = 0.06 rad/s, och beloppet dr |Go(iw.)| =~ 0.24. Det
innebér att amplitudmarginalen ar A,, = ﬁ ~ 4.2, sa vi kan alltsa skala upp K-viardet med
en faktor 4.2 innan systemet blir instabilt. I Bodediagrammet var K = 0.5, sd det maximala

K-vardet dr K. = 0.5-4.2 = 2.1.

Periodtiden T fas fran (vinkel)frekvensen som T = i—’z = 22 ~105s.

4.2 ¢)

Gol(s)
1+Go(s)?

Vi tittar nu pa det slutna systemet Gg(s) = och vet att sinus-signaler bevaras som

sinus-signaler med samma frekvens.

u(t) = A-sinwt = y(t) = |Ge(iw)| - A - sin (wt + arg Ge(iw))

I uppgiften har vi att w = o = 8 = 0.02. Vi kan nu antingen bestdmma G (40.02) frin Bodedia-
grammet, eller direkt G¢(20.02) fran det algebraiska uttrycket. Vi far fram att |G¢(i0.02)| ~ 1.6
och arg G¢(i0.02) = —0.76 rad. Amplituden p4 insignalen var A = 5°, vilket ger amplituden pa
utsignalen B = A - T% = 8°. Fasforskjutningen ar ¢ = arg G¢(40.02) = —0.76.



Bode Diagram
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Figure 3: Bodediagram for 4.2



Problem 5.8
5.8 a)

Det éppna systemet dr Go(s) = G1(s)e™*T, och vi har fitt Bodediagrammet for G1(s) i figuren.
Hur forindras Bodediagrammet av tidsfordrojningen e =77

|Go(iw)| = |G1(iw)| - |e™T| = |G1(iw)]
——

=0
s& beloppskurvan dndras inte av tidsférdréjningen.
arg Go(iw) = arg Gy (iw) + arge™ T = arg G (iw) — wT
——
=—wT
s& faskurvan minskas med wT'.
Tittar pa skirfrekvensen w. dir |Go(iw.)| = |G1(iw.)| = 1. Fran figuren far vi att w. = 1 rad/s,

och fasmarginalen ¢} for det ursprunglinga systemet Gp dr ¢l = 40° = 0.698 rad.

Fasmarginalen for det nya systemet &r ¢, = ¢. — Tw. = 0.698 rad — T rad/s > 0, alltsd méiste
vi ha en tidsfordréjing T' < 0.698 s.

Problem 4.4

Forst tittar vi pa slutviardet, och anviander slutvardessatsen

lim y(t) = lim sY (s) = lim sG(s) U(s) = G(0)
t—o0 s—0 5s—0 ~—~—

I diagrammen ser vi att stegsvar A, C och D har 1 som slutvéirde, och Bodediagrammen ser vi
att lim,,_,o |G(iw)| ar 1 for system A,B och D. Alltsd kan vi bérja med att para ihop

B-C

Nista sak vi tittar pd ar oversldngar och resonanstoppar (maximala forstarkningen). Stegsvar
A och C har ungefar samma 6versldng, och stegsvar D har ett mindre stegsvar. Titta nu pa
systemens resonanstoppar, som ar ungefir samma for system B och D, men mindre fér system A.
En storre maximal forstarkning ger en storre 6versldng, sa darfor parar vi ihop

D-A

Sista steget ar att titta pa systemets hastighet. Notera att stegsvar A ar snabbare &n stegsvar C,
men annars sé ar de valdigt lika. Bodediagrammen for system B och system D har liknande form,
men skiftade i sidled. Hoga frekvenser motsvarar ett snabbt system, och system D har en lagre
bandbredd, d.v.s. system D undertrycker (forstarkning < 1) hogre frekvenser mer én system B.

Vi parar alltsa ihop de sista systemen
A-B

C—-D



Problem 5.2
5.2 a)

Vi har fatt forstdrkningen och fasforskjutningen for systemet for fem olika frekvenser. For
Bodediagrammet behéver vi bara rita ut punkterna.
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Figure 4: Bodediagram for 5.2
5.2 b)

Med en proportionell regulartor &ndras enbart beloppskurvan, och skérfrekvensen w. ar dér
beloppskurvan |G(iw.)| = 1. Med den proportionella regulatorn kan vi alltsa vélja skérfrekvens
w, fritt, och ett hogre K-virde ger en hogre skirfrekvens, men samtidigt en sdmre fasmarginal

Prm.-

Villkoret vi har fatt ar att fasmarginalen ¢,,, > 50°, eller att fasen arg G(iw.) > —130°. Vi ser att
fasen ar ungefiar —130° vid frekvensen w = 0.15 rad/s, och villkoret ar alltsd att skirfrekvensen
maste vara mindre dn w, < 0.15 rad/s.
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