Ovning 5

Introduktion

Varmt vélkomna till femte 6vningen i Reglerteknik AK!

Hakan Terelius hakante@kth.se

Repetition
Relativ dampning

For ett andra ordningens system utan nollstéllen, dar éverforingsfunktionen &ar

2
“o

Gls)= 0
(s) §2 4+ 2Cwps + wd

wo ar avstandet fran polerna till origo. Storre wg ger snabbare system.

¢ kallas for relativ dimpning, och ger stegsvarets kvalitativa ddmpning. Storre ¢, mindre %,

béttre dampat.

Rotort

Ett sédtt att visa polernas placering som en funktion av en systemparameter K. 10 steg for att
skissa upp rotorten.

Teori
Argumentvariationsprincipen

Repetition fran komplex analysen.

Lat f(z) vara en analytisk funktion (dess komplexa derivata existerar) i ett 6ppet omrade Q C C,
sa ndr som pa ett dndligt antal poler.

Lat ~ vara en sluten kurva som inte skéar sig sjalv, och ar riktad motsols.

1
N-P= o, vararg, f()
N = antalet omslutna nollstéllen, P = antalet omslutna poler.

For att bestdmma vararg,, f(z) sa later vi v : [0,1] — C, och ritar kurvan f(y(t)) for t € [0, 1].

arg ar vinkeln i det komplexa talplanet, och var ar variationen, d.v.s., vi integrerar vinkeln till
kurvan. Nar vi tittar pa i var arg far vi antalet varv som kurvan gar kring origo, rdknat motsols
(negativt tecken om kurvan gir medsols).
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Figure 1: Avbildning av kurvan v med funktionen f(z)

Nyquistkriteriet

Vi ér intresserade av det slutna systemets poler, men oftast ar det enklare att arbeta med det
oppna systemet. Nyquistkriteriet anvinder argumentvariationsprincipen for att ge ett villkor pa
det Oppna systemet som garanterar stabilitet for det slutna systemet.

Yeet(s)  + . E(s) Fs) Uls) Gs) Y(s)

Figure 2: Slutna systemet

__Go
- 1+Go

Poler till G¢ ar nollstéllen till 1 + G, sa har 1 + G nagra nollstéllen i HHP?
Lat kurvan v omsluta HHP (motsols), och uteslut poler pa imaginira axeln.

Anvind argumentvariationsprincipen fér 1 + G ldngs med kurvan «, sa fas N — P for 1 + Go
som antalet varv kurvan gor runt origo. Om vi istéllet tittar pa Go lidngs med kurvan -y sa féas
N — P for 1 4+ Go som antalet varv kurvan gor kring -1.

Notera nu att ett nollstélle till 1 + G &r en pol till G¢, och en pol till 1 4+ G ar dven en pol till
Go.

Nyquistkriteriet Lat Py vara antalet poler till Go i HHP, och Pc antalet poler till Go i HHP.
Da ar
Po — Pp = antal varv kurvan gor kring -1
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Figure 3: Kurvan v som omsluter HHP

Pco = Pp + antal varv kurvan gor kring -1

Observera att varven alltid rdknas med tecken! Positivt for varv som gar motsols, negativt for
varv som gar medsols.

Om G saknar poler i HHP (Pp = 0) sa fas polerna till G¢ direkt som antalet varv kurvan gor
kring -1.

Nyquistkurvan Plot av Go(iw) enbart for w € [0, 00). Récker oftast for att lista ut hur ménga
varv kurvan gor kring -1.

Gummibandsprincipen f{or att rdkna varv kring -1. Ténk er kurvan som ett gummiband,
och en spik som ar nedslagen i -1. Ni far deformera gummibandet hur ni vill, men inte féra det
over spiken. Rékna antalet varv som gummibandet &r lindat runt spiken. Om det 6ppna systemet
ar stabilt sa dr Nyquistkriteriet ekvivalent med att gummibandet inte sitter fast runt spiken.

Problem 3.15
3.15 a)

Notera forst att Go saknar poler i HHP, vilket innebér att Nyquistkriteriet sdger att det slutna
systemet G¢ ar stabilt om kurvan inte omsluter -1.

(i) Kurvan omsluter inte -1, och alltsa ar G¢ stabil.

(ii) Kurvan omsluter inte heller hér -1, och alltsd 4r G¢ stabil.

(iii) Kurvan omluster -1 tva varv, och alltsa dr G¢ instabil.



(iv) Titta noga, och rdkna varv med tecken. Kurvan omsluter faktiskt inte -1! Alltsd ar Go
stabil dven hér.

3.15 b)

I figurerna ar K = 1. Vad hénder om vi andrar K7 Varje punkt pa kurvan multipliceras med K,
och alltsa dr K en ren skalning av kurvan. Fragan ar alltsa hur mycket kan kurvan skalas om, for
att systemet ska vara stabilt?

(i) Systemet kan skalas upp oﬁ = 2.5 ganger innan -1 omsluts tva varv. Dvs stabil om
0< K <2.5.

(ii) Har spelar inte skalningen nagon roll, —1 kommer aldrig omslutas av kurvan. Stabil f6r
alla K > 0.

(iii) Systemet var instabilt, men om kurvan skalas ner med minst en faktor 1 s& omsluts inte
langre -1. Stabil for 0 < K < 0.5.

(iv) Rita upp halva Nyquistkurvan for att enklare se omslutningarna. Om K < i sa ligger
hela kurvan innanfér -1, och ar alltsa stabil, och om K > % s ligger -1 1 den “inre” cirkeln, dér
1

vi redan sett att systemet dr stabilt. Vad hinder dd 7 < K < %7 Titta noggrant sa ser vi att

kurvan omsluts tva varv, och systemet blir darfér instabilt!

Problem 3.16

3.16 a)

Rita Nyquistkurvan for en integrator G(s) = % Notera att det ar en pol i origo (pa imaginira
axeln) som ska uteslutas av kurvan +.
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Figure 4: Kurvan vy



Delar in kurvan i fyra delar:
Del 1 Ovre delen av imaginira axeln, s = iw, w: 00 — 0

G(s) = Gliw) = — = —

Avbildas till nedre delen av imaginéra axeln.
Del 2 Halvcirkeln som gar runt origo s = re?, r — 0, 6 : 5= =5

1 .
G(s) = ;e_“g

Avbildas pa en halvcirkeln som omsluter HHP.
Del 3 Nedre delen av imaginédra axeln s = iw, w : 0 = o0

G(s) = Gliw) = — = —

Avbildas pa 6vre delen av imaginéra axeln.

Del 4 Halvcirkeln som omsluter HHP s = Re?, R — oo, 6 : -5 = 5.

1 .
G(s) = Ee*w

Avbildas pa halvcirkeln som gar runt origo.

Problem 3.17
3.17 a)

Oppna systemet ir Go = KG(s), Go ir stabil och har alltsd inga poler i HHP.
G éar da stabil om Nyquistkurvan inte omsluter -1.

Den proportionella regulatorn K innebér en ren skalning av Nyquistkurvan, och kurvan méaste
minskas med en faktor 1.5 = % for att inte omsluta -1. Alltsa ar det slutna systemet G¢ stabilt
om K < %



3.17 b)

Fran deluppgift a) sag vi att systemet &r instabilt om K > % Om systemet &r instabilt sa

existerar inget slutvirde, sa vi antar nu att K < % for att systemet ska vara stabilt. Slutvirdet
existerar da, och vi kan anvénda slutvirdessatsen for att bestdmma det statiska felet.

lim e(t) = lim sE(s)
s—0

t—o0
E(s) = Yiet(s) = Y (s), Y(s)=E(s)KG(s)
1
E(s)= —Y;
) = T RaGE) )
Referenssignalen var ett enhetssteg, Yie(s) = %

. . o 111
A elt) = lim sB(s) = i s1— s S = T Ra0)

Fran figuren ser vi att G(0) = 2, och alltsd far vi att det statiska felet ar

lim e(f) = — - 1
5o T ITFKGO) | 142K

som galler da K < %, och instabil om K > %

3.17 ¢)

Nu byter vi ut den proportionella regulatorn mot en integrerande regulator, d.v.s., 6ppna systemet

dr Go(s) = £G(s). I figuren har vi Nyquistkurvan for G(s), hur paverkas den av £7?

S

Titta forst pa vinkeln

K
arg (Go(iw)) = arg (G(zw)) = arg K —argiw + arg G(iw) = arg G(iw) — T
W —— N—— 2
2
Kurvan vrids alltsd med vinkeln —Z, eller minus 90°.
Titta nu pa beloppet

Gotie)] = |1 |- 6| = Sic(iw)

Beloppet skalas alltsa om med faktorn %, som &r frekvensberoende.

Den kritiska punkten &r -1 pa den reella axeln. Nar figuren har vridits — 5 s& fas att den kritiska

frekvensen ar vid w = 2 (i.e., dir den vridna kurvan skir negativa reella axeln).

Kurvans belopp vid frekvensen w = 2 ar alltsa
. K )
Go(20)] = 5 1G(20)].
Fran figuren fas aven att |G(2¢)| = 3, s&

Gol2)] = K



For att systemet ska vara stabilt sa far inte Go omsluta -1, vi vill alltsa att beloppet ska vara
mindre dn 1:

3 2
|Go(2z’)|:K§<1 & K<§
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