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5B1202/2 Diff och Trans 2 del 2, for F, E, T.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godkiint betyg (3) krivs 18 poing, medan for betyg 4 krivs 25 poing, och for betyg 5 32 poiing.
Losningarna skall motiveras vél!

TENTAMENSSKRIVNING

1. Beridkna Fourierserien (med period 27) till funktionen
™ 2
f(t):‘cos(t—§)’+cos t, —T<t<m.

Rita dven grafen till Fourierserien pa intervallet [—27, 47]. (5)

Vi observerar forst att

1
cos’t = 3 (1 + cos(2t)),

vilket betyder att vi har Fourierserieutvecklat vinster led (med period 27). Enligt de
trigonometriska additionsformlerna har vi

s (t— )| = | sint
[cos (¢ 5 )| = [sint],

och enligt BETA, s. 310 géller att
400
. 2 4 1
|sint| = - T?:l 1 cos(2nt).

Lagger vi ihop dessa tva utvecklingar erhalls

1 . 2 1y (1 4 13X 1
f) = §<1+cos(2t)> +|sint| = (;—1—5)—1—(5—37) cos(2t)—; Z FrCR] cos(2nt).
n=2

Detta &r alltsa Fourierserieutvecklingen. Grafen sammanfaller med grafen till funktio-
nen f, vilken dven den har period 27. Av tekniska skil avstar vi hir fran att rita grafen
pa det indikerade intervallet.

V.g. vand!



Finn en 16sning till Dirichlet-problemet Au = 0 pa skivan
D={(z,y): 2* +y*> <9}
med randvérdena

u(3cos 0, 3sin ) = 5cos® 6, 0<0<2m.

Enligt variabel-separations-metoden kan vi ansétta 16sningen till Dirichlets problem pa

formen
—+oo

u(r,0) = co + Z r" {an cos(nf) + by, sin(n@)},
n=1
dér ¢g,a1,b1,az2,ba,... dr konstanter vi kan anpassa. Hir star (r,0) for en punkt i

planet given pa polir form. Enligt randdata pa cirkeln med radie r = 3 har vi saledes

+oo
u(3,0) =co + Z 3" [an cos(nd) + by, sin(n&)} =5 cos® . (1)

n=1
Enligt formeln
1 . .
cosf = 3 (e“g + e"e)

beriknar vi tredjepotensen létt:
3 Lrio  —io)* _ 1
cos” f = 3 (e +e ) =3 (2 cos(30) 4+ 6 COS(O)).

Hoger led i (1) &r alltsa omskrivet som en éndlig Fourierserie, och vi kan identifiera
koeflicienter:
co =0, b,=0 for n=1,2,3,...,

och

) )
a1 = — aa = ——
1 4’ 3 108’

medan a,, = 0 for alla 6vriga n. Losningen blir alltsa

u(r,0) = ZT cos(0) + % 3 cos(36),

aterigen uttryckt i poldra koordinater. Skriver vi sa om ovanstaende i vanliga koordi-
nater (z,y), far vi

_5 5 3 2)
u(z,y) = 4x+ 108 (a: 3xy” ).




Bestiam de konstanter a, b sa att integralen

“+oo 2
/ ’a—l—bx—cosx e dx
0

blir s& liten som mojligt, och berdkna detta (minsta) virde.

Hér behover vi Laguerre-polynomen [BETA, ss. 263-264],
Lo(aj‘) = 1, Ll(l‘) =1- Z,

vilka dr ortonormerade med avseende pa inre produkten

“+o00
<f,g>:/0 f(z) g(x)e " da.

Projektionen av f(x) = cosx pa det delrum som uppspénns av Loy, L1 ges av

<f7 L0> LO(:C) + <f7L1> Ll(x)v

sa vi behover berikna ovanstaende inre produkter. Detta kommer sa att ge virdena
pa parametrarna a, b; dessutom far vi det sokta minsta vérdet som

12 = [(f Lo)|* = | ¢f, L]

Vi beraknar:
1

+o0
(f,Lo) = /o cos(z) e % dx = 5

enligt en formel f6r Laplace-transformer i BETA, s. 327, samt

+o00
(f, L1) = /0 (1—2) cos(z)e ™ dx = %

om vi tittar pa ytterligare en sadan formel i BETA, s. 328. Vi far saledes att

1
a+bx = —&—5(1—53):1—£7

2

DN | =

dvsa=1,b= —%. Vi beh6ver normen pa f:

2

+0o0 1 [t
I£11? = /0 cos*(z) e dx = = /0 (1+ cos(2z)) e * do = g,

enligt formel i BETA, s. 327. Minimum blir alltsa:

V.g. vand!



Betrakta integralekvationen

/_ =) dy = g(a),

dér x 16per 6ver alla reella tal. Hér dr funktionen g given, och vi letar efter funktionen
f. Finns det nagra naturliga villkor som dr nédvandiga pa g for att ovanstaende skall
ha en 16sning f som ir absolut-integrerbar pa hela reella linjen (dvs av klass L(R))? Vi
utgér ifran att dven g dr av klass L'(R). For att illustrera problemet, studera speciellt
foljande tva fall:

(a)  g(x) =1 pa intervallet [—2, 2], medan g(z) = 0 i ovrigt,

(b)  g(x) =2 — |z| pa intervallet [—2,2], medan g(x) = 0 i vrigt.

Lat 1;_y 1) beteckna funktionen som antar virdet 1 pa intervallet [-1, 1], medan vérdet
dr 0 i 6vrigt. Ovanstaende ekvation kan vi nu skriva som en faltningsekvation:

I* 1[—1,1] =g
Denna Fouriertransformerar vi, och far
F) 121y (w) = Gw),

for alla reella w. En kalkyl ger vid handen att

1 1 ) 1 '
/1\[71&] (W) = / e—itw dt = 2/ COS(tu}) dt — 2 [Sln(wt):| —9 Sll’l(w)’
0 t=0

1 w

for w # 0, medan
1-1,1(0) = 2.

Vi noterar att T[—1,1] (w) har nollstillen i alla punkter w = nrr, for n = +£1,£2,.... Detta
innebér att for att kunna 16sa ovanstaende ekvation maste dven g(w) ha nollstéllen i
dessa punkter.

Vi betraktar forst funktionen g i (a). Da blir

—~ ~ sin(2w
36) = Ty () =2 12
w
vilket ger att
flw) = sin(2w) _ 2 cos(w)
 osin(w) '

Funktionen 2cos(w) gar e¢j mot 0 da |w| — +oo, vilket enligt Riemann-Lebesgues
lemma innebér att f ej kan ligga i klassen L!(R).



Vi betraktar sedan funktionen g i fall (b). Da blir

G(w) = /2 (2= [t]) e=tdt = 2/02(2 1) cos(tw) dt = 4<Sin(w>>2,

-2

och 16sningen f blir given av

dvs f = 1/_1,1). Detta problem &r alltsa losbart.

Genom att anvidnda metoden med separation av variabler, 16s ekvationen

"
xrx

ul, = 4uy, O<z<m 0<t<+oo,

med randvillkoren

u(0,t) = u(m,t) =0, 0 <t < +o0,

och begynnelsevillkoret

u(z,0) = z(r — x), O<z<m.

Virmeledningsproblemet v/, = 4w} lings med 0 < z < 7, 0 < t < 400, med perioden

V.g. vand!



27 i x-led har 16sningen

+oo
u(z,t) = co + Z et/ (an cos(nx) + by, sin(nx)).

n=1
Vi stoppar in en del av randvillkoren, ndmligen
u(0,t) = u(m,t) =0,

vilket ger att
co =0, ap, =0 for n=1,2,3,...,

sa att

+o00
t) = Z by e~ /4 sin(nx).

n=1
Det aterstaende randvillkoret get
+o0
0) = an sin(nz) =x(r—z) for 0<xz <.
n=1

Detta l6ser vi med hjalp av BETA, s. 309:

8 %

Zb sin(nx —;Z 2]{71 sin((Qk:—l)x),

k:l
vilket later oss dra slutsatsen att b, = 0 for jaimna n, medan for udda n géller att

8 1
n = — f“ == 2 - 1.
bn, 2h 1) or n k

Vi finner att

+oo
—%Z 2k71 —(2k-1) t/4sm<(2k—1)x)7
k:l

vilket alltsa &r den sokta l6sningen.

Berikna Fouriertransformen av funktionen

sin(2t) — cos(3t), —21 <t < 2m,
g(t) =
0, [t| > 27.




Vi finner att

f(w) = /+0<> f(t)e ™adt = /27f (sin(Qt) — cos(3t)) e~ tqt

—o0 —27

2 2
= —2i/ sin(2t) sin(wt) dt — 2/ cos(2t) cos(wt) dt
0 0

y / ((cos ((2+w)t) —cos (2 w)t) ) di - / ((cos ((8+w)t) +cos ((3-w)t) ) dt

47 2w .
= <m + m) SID(QTI'UJ).

Denna formel giller bara for w # £2, 43, och vérdet i dessa aterstaende punkter fas
som gransvérdet av ovanstaende. Man far da

o~ ~ o~

F2)=—2mi,  f(-2)=2mi, f(3)=f(-3)=—2m

Berékna integralen

+oo at2
I(a):/_oo mdt, CL>0,

genom att betrakta Fouriertransformen till funktionen

h(t) = te ol
och observera dérvid att J
I(a) =—J
=2 1)
dér J(a) liksom I(a) &r en bestdmd integral som beror av a. (5)

Vi finner, enligt BETA, s. 314, att

+oo i
ﬁ(w)z/ pemaltl gitw gy _ 410w

oo (a2 +w2)2’

sa att enligt Parsevals formel [BETA, s. 312] har vi

+oo +oo 2, .2
1 / 12 o2t gy — L _16a%w”
2a3 oo o ) o (a® +w?)*

Vi delar med 16 a® pa bada sidor, och erhéller

/+OO w2 J T
w = :
oo (a2 w?)t 16 a®

Denna ekvation géller for alla a, och saledes kan vi derivera med avseende pa a och




behalla likhet:
/+°° —daw? do — — 5t
Ceo (a2 w?)5 T 1645

Vi delar med —1/4 pa bégge sidor, och far

+oo 2
I(a) = / Y e on

o @+ w25 T 6445

Detta ar alltsa virdet pa den sokta integralen.



