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For godkiint betyg (3) krivs 18 poing, medan for betyg 4 krivs 25 poiing, och for betyg 5 32 poiing.
Losningarna skall motiveras vél!

TENTAMENSSKRIVNING

1. Berikna Fourierserien med period 27 av funktionen
f(t) =te, —T<t<m.

Rita dven upp grafen till Fourierseriens summa pa intervallet [—2m, 37|, samt ange
summans vérde i punkterna —m, 0, 7, 27. (5)

Fourierserien ges av formeln
400
int
S(t) = Z cne™,
n=-—oo

dér koefficienterna ges av formeln
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Enligt partiell integrations-formeln géller att
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vilket ger till resultat att

(1) ef+e ™ 1 er—e " 1
Cn = (— T . .
2 1—in 2r (1 —1in)?

Fourierserien ges alltsa av uttrycket

T —T

S(t) = i’o (1) e +e ™ 1 _ef—e 1 int
- 2 1-in or  (1—in2f

n=—oo

Ett av huvudresultaten i Fourier-teorin siger att Fourierserien konvergerar mot funk-
tionen, utom i diskontinuitetspunkter, forutsatt att funktionen uppfyller vissa regula-
ritetsvillkor. Vi far saledes att S(t) = f(¢) pa intervallet —m < ¢ < 7, och motsvarande
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pa intervallen —37m < t < —mw och m < t < 3m, eftersom S(¢) har perioden 2. I dis-
kontinuitespunkter konvergerar Fourierserien mot medelvardet av vénster- och hoger-
gransvirdena for funktionen. Summans vérde i de angivna punkterna blir saledes:

am:s&m:o,sm):a—m:g@f—(w.

Grafen for Fourierserien ritas nedan (fast pa det lite mindre intervallet [—, 37]).

Finn en 16sning till Dirichlet-problemet Au = 0 pa enhetsskivan
D={(z,y): 2*+y* <1}
med randvérdena

u(cos 0, sin ) = sin® 0 + cos® 6, 0<6<2m.




Laplace’ ekvation Aw skrivs i poldra koordinater
0, (royu) + dgu = 0.

Denna far med variabelseparations-metoden losningen (i poldra koordinater)
a =
u(r,0) = ?0 + z:l r’ <an cos(nb) + b, sin(n@)).
n=

Vi har givet att for r =1,
u(1,6) = sin® 6 + cos® 6.

Med hjalp av de Moivres formel finner vi att

) . 3 . . . Y
3 610 —e 0 6319 _ 3619 +3e 0 _ e 340
sin® 0 = 5 = -

1. 3 .
= Y =-1 sin(30) + 7 Sin 9,

1

samt att

i0 —if\ 3 3i0 i0 —if —3i0
3 3 3
cos® 0 = <€ +26 > _ et +8 c_*e =1 cos(30) + 7 o8 6.

Detta ger 16sningen u pa formen
1 . 3 3
u(r,0) = 1 (3r cosf + 3rsinf + r° cos(36) — r sm(39)>,
vilket skrivs om som
1 3 2., .3 2
u(z,y) = Z(3x+3y+x —3zy” +y’ — 3z y),

uttryckt i de vanliga z, y-koordinaterna.

Bestdm de konstanter a,b som minimerar integralen

1 2
/ ‘a+b:172 —coszx| dx.
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Polynomen
1
Py(z) =1, Py(z) = 5(3302 -1)

ir ortogonala i L?([—1,1]). Deras normer (i kvadrat) dr

1Pl =2, [Pf* =

(G20 )

Lat g beteckna funktionen g(x) = cosz. Vi har da att
1 1
<P0,g>:/ cos:cPo(x)dx:/ coszdr =2sin1,
~1 -1

och vidare

1 1

1

(P, g) = / cosx Po(x)dr = 5/ cosz (3z% — 1) dx,
~1 —1

varpa vi nyttjar [BETA, s. 164] for att erhalla
1 1
/ z? cosx dr = { —2sinx 4+ 2z cosx + 2 sinx} =4cosl —2sinl,
—1 —1
och far saledes
1 1
(Po,g) = 5/ cosx (3:52 —1)dz =6cos1—4sinl.
-1

Den vektor i delrummet som uppspéanns av Py, P> vilken ligger ndrmast g ér projek-
tionen av g pa delrummet, som kan skrivas

(Po, g) . (P2, 9)
1B P B

5
Py(z) =sinl + 3 (3cos1—2sinl)(3z% —1).
Detta ger viardena pa a,b vid minimum:

15 15
a:6sin1—7cosl, b:7(3cos1—231n1).

Lat a, b vara positiva reella tal, och betrakta integralekvationen

Fo0 2 2
| fe-peay=et
— 00

dér x 1oper 6ver alla reella tal. Problemet bestar i att finna en losning f som ligger

i L'(R), dvs som #r absolut-integrabel pa reella linjen. Avgor for vilka a,b denna
ekvation #r 16sbar, samt om l6sningen dérvid &r entydig. I de fall ekvationen ar l6sbar,

bestédm dven 1osningen (eller 16sningarna). (5)




Vi ser att ekvationen dr av faltningstyp, lings med hela reella linjen. Vi skriver, for
positiva virden pa a,

och inser att var ekvation kan skrivas

(pa*f:@b-

Det ar naturligt att behandla denna ekvation med Fourier-transformering, eftersom
de ingaende funktionerna alla &r absolut-integrabla pa reella linjen. Dérvid erhéalls
ekvationen

L/»5(1(“)) f(w) = @b(w)’
for godtyckligt reellt w. Enligt [BETA, s. 314] har vi

5 — T —w*/(4a)
A

och vi finner att

dar

ST

Om f skall ligga i klassen L'(R), maste f(w) vara en kontinuerlig funktion som gar
mot noll da |w| — +o00. Detta dr mojligt endast da £ dr positivt, dvs om

b<a.

A andra sidan, om detta villkor &r uppfyllt, sa maste f vara entydigt bestdmt [entydig-
hetssatsen for Fourier-transformen], och dessutom av samma typ som ., mer precist

uttryckt,
_ a —abxz?/(a—b)
xTr) = (& .
f(z) o)

Genom att anvidnda metoden med separation av variabler, 16s ekvationen
Ugpr = Ut, O<zx<m 0<t <400,

med randvillkoren
u(0,t) = u(m,t) =0, 0 <t < +oo,

och begynnelsevillkoret

u(z,0) = cosx, 0<z<m.
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Vi letar forst efter variabelseparerade l6sningar, dvs vi séitter
u(z,t) = X(z) T(t),

och kraver dirvid att

forutom att
XI/ T/
X7
vilket foljer ur varmeledningsekvationen. Eftersom vénster sida ovan bara beror av z,
medan hoger sida bara beror av t, foljer att bada maste vara konstanta. Vi skriver
saledes
X// T/
_—— = —)\7
X T
och far ekvationerna
X"+ XX =0, T +XT =0.

Vi delar nu upp i tre olika fall.
Fall 1. A > 0, och vi skriver A = w?, med w > 0. Funktionen X #r d& pa formen
X = A cos(wz) + B sin(wz),

vilket leder till
X' = —Aw sin(wz) + Bw cos(wx).

Vi finner ur X (0) = X (7) =0 att
A=0, w=n,
dar n dr ett positivt heltal. Motsvarande funktion 7" blir
T{t)=Ce ™",
sa genom att vélja C' = 0 far vi den kombinerade 18ningen

un(x,t) =T(t) X(x) = By, et sin(nx).

Fall 2. A =0, och vi far att
X = Az + B,

vilket tillsammans med X (0) = X(w) = 0 ger att A = B = 0 och att X #r konstant
lika med noll. Vi far ingen icke-trivial 16sning.

Fall 3. A\ <0, och vi séitter A = —w? med w > 0. Hir blir 16sningen
X =Ae*" 4+ Be v,

sa att
X' = Awe*t — Bwe vt

Det foljer nu ur X(0) = X(7) = 0 att A = B = 0, sa i detta fall erhaller vi enbart
triviala l6sningar.



Vi far enligt superpositionsprincipen den allm#nna lésningen

+oo )
u(z,t) = Z a, e " sin(nz).

n=0
Vi identifierar nu begynnelsedata:
+00
u(z,0) = Z ayp, sin(nx) = cosx, 0<z<m.
n=0
Enligt BETA, s. 309, har vi sinusserie-utveckligen
=X n
cosm:;zmsin@nx), O<x<m.

Det foljer alltsa att var sokta l6sning &r

+
8 <= n

° —
(ot 4n 1

u(z,t) = ¢4t gin (2nz).

Finn ut om det finns en 16sning f till differentialekvationen

sinx

@) - @) =2, aeR,

som dr begriansad pa hela reella linjen. Bestdm i s& fall Fouriertransformen till denna,

~

dvs f(w). Vi tédnker oss hirvid att funktionen (sinz)/z definieras vara =1 da « = 0. (5)

Om det finns en 16sning f dr denna nddvéndigtvis kontinuerlig ldngs hela linjen. Vill-
koret att f skall vara begrinsad innebér saledes att vi kan ténka pa funktionen som
en tempererad distribution, och anvinda Fourier-transformen precis som vanligt. Vi
finner, i enlighet med [BETA, s. 313, 315], att

(1) f(w) = fw) = 7111 (w),
ddr 1_y 1) star for funktionen som &r 1 pa intervallet [—1, 1], och lika med 0 utanfor
detta. Vi loser denna ekvation:
T

T, D BT
1+w2 [1’1]((4)) 0

flw) =

lw| > 1.

Detta ar den sokta Fourier-transformen. Vi ser, eftersom féir absolut-integrabel lings
hela reella linjen, att f sjalv maste vara kontinuerlig och ha griansvirde 0 i odindligheten,
och da speciellt vara en begrinsad funktion. Denna slutsats kan dras p g a Riemann-
Lebesgues lemma, emedan inversa Fourier-transformen i allt vésentligt 4r samma som
Fourier-transformen sjilv (skillnaden #r en spegling i origo och en konstant faktor).
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Betrakta problemet
u’(z) + Au(z) =0, 0<z<m,

med randvillkor
u(0) =0, u(m) +u'(r) = 0.

Finn ett fullstindigt ortogonalt system av l6sningar till detta problem i rummet L?([0, 7]),
med avseende pa standard-inre produkten i detta rum. (5)

Om X > 0, skriver vi A = w?, dir w > 0, och 16ser ekvationen u” + Au = 0:
u = Acos(wz) + Bsin(wx).
Detta leder till att
v = —Awsin(wz) + B cos(wz),
s& att nér vi stoppar in randdata u(0) = u(7) + w'(7) = 0, sa finner vi att A = 0 och
att (om B # 0 antas) w skall 16sa ekvationen
sin(wm) + w cos(wm) = 0,
dvs
tan(wm) = —w.

Geometriskt finner vi alltsa dessa losningar som skdrningspunkterna mellan tangens-
funktionens graf och en rét linje.
For A <0 finner vi inga 16sningar som 4r kompatibla med randdata u(0) = u/(7) = 0.

Detta betyder att en bas av egenvektorer ges av
un(x) = sin(wpx),

dér w,, for n = 1,2,3, ..., genomléper de ovanndmnda positiva ldsningarna till ekva-
tionen tan(mwy) = —wy,.

Dessa bildar den sokta basen. Den &r ortogonal och fullstdndig enligt teorin fér Sturm-
Liouville-problem.



