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5B1202/2 Diff och Trans 2 del 2, for F och T.

Hjilpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godkint betyg (3) krdvs 18 podng, medan for betyg 4 krivs 25 poing, och for betyg 5 32 poing.
Losningarna skall motiveras vél!

TENTAMENSSKRIVNING

1. Berakna Fouriertransformen av funktionen

| cos(2t) —sin(3t), —w<t<m,
1t = { 0 1] > .

Fouriertransformen ges av formeln

- +o0 4 . |
flw) = / Ft) e tdt = / (cos(2t) — sin(3t)) o= itw gt

— 00 —T

Eftersom cosinus-funktionen dr en jamn, far vi

/Tr cos(2t) e dt = /7T cos(2t) (cos(wt) — isin(wt)) dt = 2 /077 cos(2t) cos(wt) dt.

Enligt trigonometriska formler &r
2 cos(2t) cos(wt) = cos [(w — 2)t] + cos [(w + 2)t],
sa att om w # £2,

2/ cos(2t) cos(wt) dt =
0
Eftersom sinus-funktionen dr udda, fa vi likasa

/Tr sin(3t) e~ ""dt = /Tr sin(3t) (cos(wt) — isin(wt)) dt = —2i /OTr sin(3t) sin(wt) dt.

—T —T

1 1
5 sin [(w=2)a]+ —— sin [(WH+2)7] = —

sin(wm).
w— w + w* —

Enligt trigonometriska formler ar
2 sin(3t) sin(wt) = — cos [(w + 3)t] + cos [(w — 3)t],
sa att om w # +£3,

[T : (.
22/0 sin(3t) sin(wt) dt = o3 Sin [(w+3)7] - o

Svaret blir saledes

~ 2 61
flw) = (in4 2.9 i 9> sin(w),

~

for w # +£2, £3. Funktionen f(w) &r kontinuerlig lings med hela reella axeln, p g a att

V.g. vand!



f har begriansat stod. I punkterna +2, 43 erhalls alltsa viardena som gréansvéirden av
funktionen i nérliggande punkter.

Finn en 16sning till Dirichlet-problemet Au = 0 pa enhetsskivan
D={(z,y): a® +y* <1}
med randvérdena

u(cos 0, sin ) = sin 6 cos 6 + sin? 6, 0<0<2m.

Laplace’ ekvation Aw skriv i polédra koordinater
70, (r@ru) + 8gu =0.
Denna fa med variabelseparations-metoden lésningen (i polidra koordinater)
ag = .
u(r,0) = ry + nzl r’ <an cos(nb) + b, sm(n@)).

Vi har givet att for r =1,

(1 — cos(20) + sin(26)).

DN | =

u(1,6) = sinf cosf + sin® =

Detta ger 1osningen u pa formen

(1 — 72 cos(20) + r? sin(20)) = % + 1( 2 _2?) + ay,

DN =

u(r,d) =

[\

uttryckt i de vanliga x, y-koordinaterna.

Bestdm de konstanter a,b som minimerar integralen

1 2
/ ’a—i—bx—e‘“ dx.

-1




Polynomen
Py(x) =1, P(z) =z

ar ortogonala i L?([—1,1]). Deras normer (i kvadrat) &r

2
1Poll* =2, [IPA]* = 3.

Lat g beteckna funktionen g(z) = e~*. Vi har da att

1 1
<Po,g>=/ e—xP(J(x)dx:/ e Tdr—e— e,

-1 -1
och vidare ) .
(Py,g) = / e TP (x) dsr:z/ re Cdr=—2e "
-1 -1
Den vektor i delrummet som uppspéanns av Py, P; vilken ligger ndrmast g ér projek-
tionen av g pa delrummet, som kan skrivas

<POag> <Plag> 67671 —1
[z PO T e Al = g m8ee
Detta ger virdena pa a,b vid minimum:
1
a:e 26 , b= —3e !
Bestdam Fourierserien av funktionen
g(t) = | sint| + sin’ ¢, —T<t<m.

Vi vet att 1
sin?t = 5 (1 — cos(2t)).

Vi observerar att g dr en jamn funktion, sa bara cosinus-termer kommer att forekomma.
Enligt BETA, s. 310 har vi
—+oo
2 4 1
sint| = — — — ———— cos(2nt).
|sin 0 71'7;4112—1 (2nt)

Légger vi ithop dessa blir resultatet

2 1 1 4 4 1
g(t) = |sint| 4 sin’t = - + 3~ (5 + 3_7r> cos(2t) — - ,;2 1 cos(2nt).

V.g. vand!



Genom att anviéinda metoden med separation av variabler, 16s ekvationen
Upr = Ug, O<ax<m 0<t<+o0,

med randvillkoren
uz(0,t) = ug(m,t) =0, 0 <t < +o0,

och begynnelsevillkoret

u(z,0) =7 — =z, 0<z<m.

Vi letar forst efter variabelseparerade l6sningar, dvs vi sétter
u(z,t) = X (z) T(t),

och kréver darvid att
forutom att
XI/ T/
X7
vilket foljer ur varmeledningsekvationen. Eftersom vénster sida ovan bara beror av z,

medan hoger sida bara beror av t, foljer att bada maste vara konstanta. Vi skriver

saledes
X// T/

X T —

och far ekvationerna
X"+XX =0, T + \T = 0.

Vi delar nu upp i tre olika fall.
Fall 1. X > 0, och vi skriver A = w?, med w > 0. Funktionen X ir da pa formen
X = A cos(wz) + B sin(wx),

vilket leder till
X' = —Aw sin(wz) + Bw cos(wx).

Vi finner ur X'(0) = X'(7) = 0 att
B =0, w =n,
dér n ar ett positivt heltal. Motsvarande funktion 7" blir
T(t)=Ce ",
sa genom att vilja C' = 0 far vi den kombinerade l§ningen

un(z,t) =T(t) X(z) = A, e cos(nx).



Fall 2. A =0, och vi far att
X =Ax+ B,

vilket tillsammans med X’(0) = X'(n) = 0 ger att A = 0 och att X &r konstant.
Motsvarande T &r likasa konstant, och den kombinerade l§ningen blir

uo(x,t) = B.

Fall 3. A < 0, och vi séitter A = —w? med w > 0. Hr blir 16sningen
X =Ae*" 4+ Be™ v,

sa att
X' = Awe*t — Bwe v,

Det foljer nu ur X'(0) = X'(w) = 0 att A = B = 0, sa i detta fall erhaller vi enbart
triviala 16sningar.

Vi far enligt superpositionsprincipen den allménna I6sningen
+o00 )
u(z,t) = Z an, e " tcos(nr).
n=0
Vi identifierar nu begynnelsedata:
+oo
u(m,O):Zan cos(nz) =m — x, 0<z<m.
n=0

Enligt BETA, s. 309, har vi cosinusserie-utveckligen

+oo
T 4
W*I:§+;;WCOS((2H*1)LE), O<z<m.

Det foljer alltsa att var sokta 1osning ar

too  _(2n—1)%t
+ 4 Z e cos ((2n — 1)z).

71'
2 mie (2n—1)?

u(z,t) =

Berikna integralen

“+o0 t2
——dt
/_oo (141¢2)2

genom att betrakta Fouriertransformen till funktionen

h(t):{ e ', 0<t < +oo,

—ef, —oco<t<O.

V.g. vand!



En direkt kalkyl ger vid handen att

~ +oo it 21w

Enligt Plancherels formel har vi den generella identiteten

+oo 9 1 +oo 9
/ Ih(t)| dt:%/ ()] dw.

— 00

I detta fall leder den till att

+00 2 400 +oo
/ wi)zdw:%r/ |h(t)|? dt:ﬂ/ e 2tdt = %
0

Detta betyder att det sokta virdet pa integralen &r 7/2.

Betrakta problemet
u(z) + Au(z) =0, 0<z<m,

med randvillkor
u(0) = 0, u'(m) = 0.

Finn ett fullstindigt ortogonalt system av losningar till detta problem i rummet
L?([0,7]), med avseende pa standard-inre produkten i detta rum. (5)

Om X > 0, skriver vi A = w?, dir w > 0, och 16ser ekvationen u” + Au = 0:
u = Acos(wz) + Bsin(wx).
Detta leder till att
v = —Awsin(wz) + B cos(wz),

s& att nédr vi stoppar in randdata u(0) = u/(7w) = 0, sa finner vi att A = 0 och att
w=n-+ %, dirn=0,1,2,3,.... For A < 0 finner vi inga 16sningar som &r kompatibla
med randdata u(0) = v/(7) = 0. Detta betyder att en bas av egenvektorer ges av

up () = sin [(n—i—%)az}, n=20,1,2,3,....

Dessa bildar den sokta basen. Den &r ortogonal och fullstdndig enligt teorin fér Sturm-
Liouville-problem.



