Institutionen for matematik
KTH
Hakan Hedenmalm

Losningsforslag: Tentamen i Komplex analys, SF1691
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Skrivtid 14.00-19.00. Inga halpmedel ar tillatna utover skrivdon och
suddgummi. Skriv tydliga 16sningar med utorliga motiveringar.

For del A giller foljande. Uppgifterna poédngsétts med maximalt 5
poéng per uppgift. 14 poéng ger betyg E. 13 podng ger betyg Fx, med
ratt till komplettering.

Bonuspoéng tillgodoréknas enligt beskrivning pa kurssidan.

Avseende del B géller foljande. Férst maste man vara godkénd pa del
A med betyg D, antingen via kontrollskrivningar och inlamningsuppgifter
eller alternativt med komplettering med poédng erhallna pa del A enligt
ovan.

Betygsattningen gors sedan enligt beskrivning pa kurssidan.

Lycka till!

Del A.

1. Finn alla komplexa tal z sadana att sin z = 100.

Vi skriver w = €%, sa att sinz = o:(w —w™'), och ekvationen blir

w —w™t = 2004, dvs w? — 200w — 1 = 0, med 16sning w = (100 =+
v/9999). Vi logaritmerar och far iz = In(100 £ v/9999) + mi(5 + 2n),
dvs z = —iIn(100 £ v/9999) + § + 2n7, dér n &r ett heltal.

2. Lat funktionen u vara pa formen
u(z) = u(x,y) = e®(sin 2z + cos 2x),

dér a &r en reell konstant. Antag att w &r harmonisk. Vad maste da a
vara? Bestdm for detta virde pa a ett harmoniskt konjugat till u.




Vi applicerar Laplacianen pa u:

2 2
Viu = (% + %) (e®(sin 2z + cos 2z)) = (a® — 4)(sin 2z + cos 2x),
T )

sa for att fa 0 behdver vi att @ = +2. Om a = 2 ir u = Re [(1 +1)e 2]
och att dérfér blir ett harmoniskt konjugat v = Im[(1 + i)e™%%] =
e?(—sin2r + cos2z). Om a = —2 istillet blir u = Re[(1 — 4)e*?
och att dérfor blir ett harmoniskt konjugat v = Im[(1 — i)e**] =
e~2Y(sin 22 — cos 2x).

3. Funktionen
B4 —z41
14 22

f(z) =

kan utvecklas i Laurentserie omkring punkten z = 7. Det finns tva
mojliga konvergensomraden for sadana Laurentserier. Ange dessa omraden
samt beridkna de tva serierna.

Funktionen har poler i 22 = —1, dvs z = %i. Utgdende fran i &r
avstandet till den andra polen 2, och vi far konvergensomradena 0 <
|z—i| < 2 och |z—i| > 2. Vi gar nu 6ver till att rdkna ut Laurentserierna
ifraga. Observera att polynomdivision ger att
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Vi skriver z =7 + (, sa att

f(z):f(i+C):1+i+4—%=1+i+g—%
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For 0 < |z —i| <2 blir
fE)=fli+¢)=1+i+(=C"+ Ui

+o0 22- n+1
:1+¢+§—C‘1+Z(§) ¢
n=0

:—(z—i)1+1+(2_2~)+§ <%>n+1(2—i)n

den sokta Laurentserien. Analogt blir Laurentserien for |z — ¢ > 2

fE) =z+1—(z—i)"+ ) _(2)"(z—i) """

4. Berikna integralen
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med hjilp av residukalkyl. Tips: € = cosx + isin .

Vi betraktar funktionen
eiz

&)= 26710

och gor en sluten kontur i 6vre halvplanet och ga i grans. Den angivna
integralen motsvarar realdelen av motsvarande komplexa integral. Ek-
vationen 22 — 6z + 12 = 0 har rotterna z =3+y/9 — 12 =3+ @\/g En
rot ligger i 6vre halvplanet, 3 + iv/3.

Vi berdknar residun i 3+ i+/3 till —%, sa integralen av f lings

reella axeln blir
i 67\/§+3i 6—\/§+3i
—271 =

Y
124/3 2V/3

Den sokta integralen utgor realdelen, vilket blir lika med
e V3 cos 3

V3

™
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5. Lat Mobiusavbildningen

z—3
T(z):z+5

vara given. Finn bilden under denna avbildning av omradet

G={z:Imz>0}Nn{z: Rez > 0}.

Mébiusavbildningen w = T'(z) skickar reella axeln pa sig sjéilv, och
imagindra axeln pa cirkeln |w — £| = 2. Vi ser av detta att T(G) kan
vara ett av de fyra olika omradena som avgrénsas av dessa tva kurvor
(cirkeln och reella axeln). Instoppning av lamplig punkt, t ex z = 3+1,
visar att det blir omradet som ges av [w — 1| < 3 och Imw > 0.

Del B.

6. Finns det nagon funktion f(z) som é&r analytisk i skivan |z| < 1,
sadan att

f(3™)=27" for n=1,2,3,...7
Om den finns, ar den i sa fall entydig? Blir svaret annorlunda om vi
byter 27 mot 287

Funktionen f(z) = 23 uppfyller villkoren. Eftersom féljden 37" hopar
sig i origo som &r en inre punkt &dr funktionen entydig. Om vi byter
27 mot 28 finns ingen sadan funktion, vilket intuitivt kan ses av att
funktionen borde vara z("28)/n3 yilken har en slits fran origo och utéat
(forgreningspunkt).

7. Formulera och bevisa residusatsen.

Se laroboken.




8. Berdkna den generaliserade Riemannintegralen
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med hjélp av residukalkyl. Var noggrann i dina motiveringar!

Man inser att p g a symmetri kan vi integrera langs hela reella axeln
om vi dela med 2. Eftersom sin’z = (1 — cos2xz) betraktar vi funk-

. _e2iz . . . .
tionen f(z) =1 15— och integrerar over ett en kurva dér man undviker

den singuléra punkten i origo. Svaret blir efter en hel del rédkning 7.

9. Formulera och bevisa argumentprincipen (for analytiska funktioner).

Se laroboken.



