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Del A.

1. Finn alla komplexa tal z sadana att tan z = 7.

Vi skriver
. iz__,—iz . ) _
sinz  S5r— e — el w—w ! w?—1
tan z = = Pite i ' e E I
COS 2 erte e + e W+ w w? +1

2
dar w = e**. Da ser vi direkt att tan z = i dr samma som att
w?—1
w241
vilket intriiffar precis da w = 0. Men w = €% # 0 alltid sa ekvationen
tan z = ¢ saknar komplexa rotter.

Y

2. Antag att funktionen f(z) dr analytisk i ett 6ppet omrade € i kom-
plexa talplanet. Lat u(z) = Re f(z) och v(z) = Im f(z) pa Q. Visa att
den associerade funktionen

h(z) = '@ cos(u(z))

ar harmonisk 1 €2.

Funktionen F(z) = €/() blir analytisk och dess realdel #r funktionen
h.

3. Funktionen

2—100

fa) = F—
har en singularitet i origo. Vilken typ av singularitet handlar det om?
Laurentserieutveckla funktionen i ringomraden som &r sa stora som
mojligt. Obs! Det blir tva olika ringomraden.




Vi Taylorutvecklar (1 + 2)~! for |z| < 1 med formeln for geometrisk
summa:

(1+2)t=1—24+22 -2+ :Z(—l)”z".
n=0
Da blir alltsa Laurentserien i ringen 0 < |z| < 1 given av

f(2)

z71% —100 —99 —98 —97 - n_n—100
=z T =2+ -z —|—~~~:Z(—1)z

n=0
och vi ser att singulariteten &r en pol av ordning 100. I den aterstaende
ringen 1 < |z] < oo &r

:1—1—2

(1+2) ' = (z(1+z ) P =2 14z ) =2 1 —2 223 )

[e.e]
= Z_l — 2_2 + 2_3 _ — (_1)nz—n—1’
n=0
sa att Laurentserien i ringen 1 < |z| < oo &r
z 101 102 103 . 101
_ _ _ no—n—
f(z):1+zzz I R N G L .
n=0
4. Berdkna integralen
2 dt
o 2—sint —cost’
Vi skriver
_ it _ it eit 4 o—it
sint = ————, cost = ——,
21 2

och observerar att med parametriseringen ¢ = e gar vi ett varv runt
enhetscirkeln i positiv led, och dessutom #r d¢ = iedt, dvs dt = %.
Detta leder till att

/27r dt _/ dC
o 2—sint — cost =1 9C(2 — % _ C+g*1)'

vilket vi forenklar till

dg
2/<|:1 4i¢ — (L4+0)¢2+1—1i
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Vi vill hitta residuerna. For detta behover vi rétterna till namnaren,
dvs 4i¢ — (1 +14)¢* + 1 —i = 0. Detta #r en andragradsekvation och

vi finner att ( = (1+1)(1 + \/Li) En av de tva rotterna har |¢| < 1,

nidmligen (; = (1—1—2’)(1—\%). Om vi skriver F({) = 4i¢ — (1+4)¢*+1—i
blir F({;) = 0 medan

"(¢)) = 4 — i) = 4i — D21 — ) = 2v/3i
F'(G) =40 = 2(141)¢ = 4i — 2(1 +14)%(1 \/5) 2v/2

sa att Taylorutvecklingen av F' kring ¢; blir F'(¢) = F'(¢1)((—¢1)+- -+
och residun till 2/F(¢) i & blir 2/F'(¢;) = (v/2i)~'. Enligt residusatsen
blir nu till slut

/27r 5 dat = 27i(V2i) 7t = 7V/2.

—sint — cost

5. Finn en Mobiusavbildning w = f(z) som avbildar skivan |z| < 1 pa
halvplanet Rew > 1 sadan att f(0) = 2.

2

En sadan Mobiusavbildning &r t ex w = .

Del B.

6. Undersok vilka hela funktioner f(z) som satisfierar olikheten

[f(2)] <[z
for alla komplexa z. Har antas a vara ett reellt tal med 2 < a < 3.

Vi minns hér att en funktion sidgs vara hel om den &ér analytisk i hela
komplexa talplanet.

Cauchy-uppskattningarna visar att f”’(z) = 0 identiskt, dvs f maste
vara ett polynom av grad 2 eller ldgre. Men ett sadant polynom kan
inte avta sa starkt kring z = 0 och dérfor ar f(z) = 0 enda lsningen.

7. Formulera och bevisa algebrans fundamentalsats.

Se LB.



8. Berdkna residuintegralen

/ dz
Fez—17

dér I" ar cirkeln med centrum i origo och radie R = 20.

Vi tillampar residusatsen och letar efter rotter till e*—1 = 0 innanfér
I'. Rotterna dr med noédvindighet z = 27ni for heltal n, och n =
—3,-2,-1,0,1,2,3 ar de enda med |z| < 20. Kring punkten z, = 27wni
utvecklar vi enligt Taylor e*—1 = e*"(2—z,)+- - - och ser att residun till
1/(e* — 1) blir e*» = 1. Vi far sju sadana bidrag, sa enligt residusatsen
blir nu (multiplicera 7 med 27i):

d
/ ©  — 14mi.
rer—1

9. Formulera och bevisa satsen om Taylorutveckling for en funktion
som &r analytisk i en 6ppen cirkelskiva.

Se LB.



