KTH-Matematik

Kontrollskrivning, 2017-10-02, kl. 08.00-10.00.

SF1628 Komplex analys, for F.

Losningsforslag Kontrollskrivning 2.

1. Taylorutveckla funktionen

2+z

ﬂ@=2@_n

i punkten z = 2i. Vilken blir konvergensradien?

Funktionen f(z) har poleri z = 0 och z = 1 och inga singulariteter
utdver dessa. Konvergensradien blir nu avstandet till ndrmaste singula-
ritet frdn punkten 2i, och eftersom 0 dr ndrmast blir konvergensradien
|2i — 0] = 2. For att berdkna Taylorutvecklingen anvander vi partial-
braksuppdelning;:

2+z A B
f(z):z(z—l): z z-1

Konstanterna finner vi till A = =2 och B = 3. Det forenklar att skriva
z=2i+(,saatt

A s B 2 . 3
2i+C 2i—-1+C 2i+C 2i—-1+C

Vi anvander nu formeln for geometrisk summa:

f@)=f2i+0)=

1 1 1 1 2
o 1
2i+C 211+% 2i 2 \2i

samt
2

S SN
2i—1+C 2i—-1174+-C 2i—-1 2i—1 \2i—-1

2i-1

Taylorutvecklingen blir déarfor

f(z)=f(2z'+C)=—%(1—%+(%)2_...)

+2i3—1(1_2ic—1 +(2ic—1)2_"')

déar vi bor arrangera om i summan sa att vi far fram en enda summa
over potenser i C, samt slutligen dtersubstituera C =z — 2i.
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2. Funktionen
f(z) = tanz

har en singularitet i punkten z = 7. Vilken typ av singularitet hand-
lar det om? Laurentserieutveckla funktionen sa gott du kan narmast
punkten z = 7 samt beskriv det storsta ringomrade denna Laurentse-

rie konvergerar inom. 3)

Det ar ldtt att se att funktionen har en pol av ordning 1 i z = z. Om vi
t ex substituerar z = 7 + C sd dr

sin(% +0) _ _cosC
cos(5 + Q) ~ sinC

f@=fG+0=tan(; + ) =

och eftersom sinC bara har ett enkelt nollstdlle i C = 0 foljer det att
f (7 +0) har en enkelpoli C = 0. Vi kan Taylorutveckla sinC och cosC:

3 2
sinC=C- % +0(%), cosC=1-Z+0(@Y,

2!
sa att
CcosC_ 1-§+0@) _1-§+0@)
sinC - £ -5 +0(0) - §+0@)
2 2
- —c-1(1 - % 4 O(c4))(1 n % 4 o«;‘*))

— _r1 _C_z ) = 1 E 3
= (1- 3 +0@) = ¢+ £ +0E)

Om vi dtersubstituerar far vi
_x
2

3

f2) = tanz = ~(z = ) 4 —2 4 O((z - 2)?)

vilket ger de forsta termerna i Laurentserieutvecklingen runt z = 7.

3. Berdkna foljande integral med residukalkyl:

2 cos? t
— dt.
o 2-—sint
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Vi skriver C = ¢ som en parametrisering av enhetscirkeln och noterar
att dC = ie'dt, dvs dt = % . Dessutom ar darvid

c+e” sint:C_C_1
2 7 2i

cost =

sd den sOkta integralen &r lika med

o 2 -2 4 2
f ((5-) dg 1 C+2+C72 1f CH2e+l o
|

g2 - S0 2 Jygg 4iC-C+ 1 ‘=3 o1 C@AIC-C+1)
tagen i positiv led. Uttrycket

C+20%+1
C4C—-C+1)

ar rationellt, med poler i tre punkter,i C = 0 samti C = i(2 + \/5).
Bara tva av dessa ligger innanfor enhetscirkeln, ndmligen (o = 0 och
(1 = i(2 — V3). Eftersom

4 2 2 1
C2C(4:C_ _CC2++ 1) = C_z(l + ZCZ + C4)(1 + 41C _ CZ)_l

=1+ O(C)(1 - 4iC+ O(C%) = C* - 4iC + O(1)

runt C = 0 blir residun i denna punkt lika med —4i. Motsvarande
kalkyl runt punkten (; ger att

C+202+1 0 G20 +1

— 9 _ 7)1
c2<4ic—c2+1)‘ci(zu—zcl)(c—cl)+O(1)‘2”6(C o

saresiduni {; blir 2i V3. Viskaliagga ihop residuerna, multiplicera med
2mi, samt slutligen multiplicera med 3 . Resultatet blir d& 3(27i)(—4i +

2iV3) =212 — V3).



