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Cauchys integralformel

Vi drar oss till minnes:

DEFORMATIONSSATSEN

Om T, 1 & homotopa i omradet D, och f: D — C &r analytisk, s&

galler att
/ f(z)dz = / f(z) dz.
lo M

Vi kommer nu till ett huvudresultat:

CAUCHYS INTEGRALFORMEL

L&t I vara en positivt orienterad sluten kurva i ett enkelt
sammanhidngande omrdde D. Om f &r analytisk p& D, och zy € D ligger
innanfor I, s& giller att

_ 1 [f@
flz0) = 2mi /r zZ— 2 dz



Bevis av Cauchys integralformel

Enligt deformationssatsen kan vi byta ut I' mot cirkeln . som ges av
|z — zo| = € om € &r s litet att cirkeln blir innesluten i D:

@) o [ D) g,
e

flz) _ f(z) = flz) , fl20)

z— 29 z— 29 z—2z9

Vi skriver nu

och vi vet att

/ f(z0) zo)/ dz = 27if (zp).
e zZ — Zo — 20

ML-uppskattningen ger att

‘/ _fzo) ‘<27TM—>0

Z— 2y

dé € — 0, dir M, ar maximum av |f(z) — f(z0)| pa 7e.



Exempel p& kurvintegraler

EXEMPEL

Berdkna

e +sinz
—dz,
r 4

dér I &r cirkeln |z — 2| = 3 moturs.

EXEMPEL
z%e?
/r 27179

Berdkna
dar I ar cirkeln |z] = 1 medurs.




Formler for derivatan mm

Vi kan derivera inuti Cauchys integralformel

flz) = er/ Cf(—oz

dar I omsluter z i positiv led. Vi far d& att

, 1 f
F(z) = %/r(c (CZ)ng.

Ytterligare deriveringar ger den mer allmdnna formeln

@)= 5 e

d¢,

SATS

Om f &r analytisk i D &r dven derivatorna ', ... alla analytiska i D.



Elliptisk regularitet, Moreras sats

SATS

Om v ar harmonisk dr u C*°-glatt.

Beviset foljer ur att det finns ett harmoniskt konjugat v sd att f = u + iv
blir analytisk, och f har kontinuerliga komplexa derivator av alla
ordningar.

MORERAS SATS

Om f &r kontinuerlig i D och om

/rf(z)dz =0

for alla slutna kurvor ' i D s§ &r f analytisk i D.

Enligt tidigare sats har enligt férutsattningen f en primitiv funktion F
vars komplexa derivata ges av f. D3 dr F analytisk och darfor ar dven
f = F’ analytisk.



Cauchys uppskattningar och Liouvilles sats

CAUCHYS UPPSKATTNINGAR
Antag f 3r analytisk innanfér cirkeln Cg : |z — z| = R. Om |f(2)| < M
pé Cg sa giller att

n'M
Rn’

|F(z)] < n=1,2,3,....

LIOUVILLES SATS
Antag f ar hel och beginsad. D& &r f konstant.

Bevis
Tillimpa Cauchys uppskattningar for n = 1 och 18t R — +o0.



Algebrans fundamentalsats och medelvardesegenskapen

ALGEBRANS FUNDAMENTALSATS
Antag p &r ett polynom av grad > 1. D& har p minst en rot.

Bevis

Om p saknar nollstallen blir 1/p en hel och begransad funktion. Detta
leder till att 1/p enligt Liouville blir konstant, vilket &r absurt.

MEDELVARDESEGENSKAPEN

Antag f &r analytisk innanfér cirkeln |z — zp| = R. D3 har vi att

1

27
fz0) = 5 /0 F(z0 + Re)dt.

Hogersidan motsvarar medelvirdet av f pé cirkeln, harav namnet. Genom
att ta real och imaginérdelar galler satsen dven for harmoniska funktioner.



MAXIMUMPRINCIPEN

Maximumprincipen |

Antag f 3r analytisk i D och att |f| har maximum i en inre punkt zy. D&
ar f konstant.

Maximumprincipen ||

Antag f dr analytisk i ett begransat omrdde D, samt kontinuerlig upp till
randen. D& antar |f]| sitt maximum p& randen.



