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Skrivtid 08.00-13.00. Inga hjalpmedel &r tillatna. Skriv tydliga l6sningar
med utforliga motiveringar.

For del A giller betygsreglerna fran kurshemsidan. Det beh6vs minst
14 poéng for betyg E. 12-13 poéng ger betyg FX, med ratt till kom-
plettering. Bonuspoéng tillgodoriknas enligt kurshemsidan: KS1 mot-
svarar uppgift 1, och KS2 motsvarar uppgift 2. Inlupparna motsvarar
uppgifterna 3 och 4.

Del B skall goras for studenter som onskar betygen A, B, och C.
Observera betyg C dven kan uppnas genom bra resultat pa del A. For
detaljer, se kurshemsidan.

Lycka till!

Del A.

1. Anvand definitionen av funktionerna sin z och cos z for att visa att
trigonometriska ettan

sin?z+cos’z=1

giller for alla komplexa z.

Eftersom sin z = 5-(e”* — e7%*) och cos z = 3(e* + e¢**) sa har vi ju
att

1 . . 1, . .
sin? z + cos? z = 21 (€% —e )2 + ﬁ(ezz + e7iF)?

1, , 1, 5 .
— _Z(Bsz — 24 6—27,z) + Z_1(6212 24 6—212) —1.

2. Utveckla funktionen .

T =27s

i Laurentserie i “ringomradet” 0 < |z 4 3i| < 6.




Partialbraksuppdelning ger att

1 1 i 1 1
1@ = a5 = GG =) :6(z+3z’_z—3z’)

och forsta termen pa hoger sida har redan riatt form. Om vi skriver
( = z+ 31 géller for den andra termen att

R N T A I
z—3i_C—6i_6(1—é)_6<1+6i+(6i> +>

forutsatt att |¢| < 6, vilket motsvarar |z + 3i| < 6. Vi far alltsa att

1 ; 1
- = _ 3) T —
1G) = 35 =543 3t 355

(2+30)+ (24+3i)*+. ..

1
36(6i)?

blir Laurentserien i ringomradet 0 < |z + 3i| < 6.

3. Hur manga nollstéllen har polynomet
f(z)=2" =22+ 22—2+5

i cirkelskivan |z| < 17

Om |z| < 1 sa géller enligt triangelolikheten att
f() = -2+ 22— 245>5-1-1-1-1=1

vilket betyder att polynomet saknar nollstéllen i den angivna cirkelski-
van.

4. Berikna integralen

/271' dr
0 2—sinx

Om vi infér ¢ = €™ sa géller att sinz = o~ ((—(') och dz = d(/(iC).
Vi stoppar in detta i integralen och finner att var integral kan skrivas
pa formen (I'=enhetscirkeln i positiv led)

/% dz _3/ d¢ _/ d¢
o 2-sinz i Jo¢2-L(C-¢Y)  Jr2i¢c-3(¢2-1)

med hjélp av residukalkyl.




3

Nollstallen till namnaren, 2i¢ — 1(¢? — 1) = 0 blir ¢ = i(2 £ v/3). Ett
av dessa ligger innanfor I', namligen (2 — v/3). Eftersom

/ d¢ _ _2/ d¢
r2iC —5(C-1) r(C—i2+V3)(C—i2-V3))

=E

enligt t ex Cauchys integralformel (eller residusatsen).

5. Finn en Mobiusavbildning som avbildar halvplanet Rez > 1 pa
cirkelskivan |z| < 1.

En sadan Mobiusavbildning ges av t ex w = % — 1. Da motsvarar
Rez > 1 att |w| < 1.

Del B.

6. Betrakta integralen

400 9
I(a) :/ e~ @i’ gy,

o0

dér a &r ett reellt tal. Visa att I(a) inte beror pa a, sa att I(a) = 1(0),
ddr man av vissa skil rakar veta att 1(0) = y/m. Tips: Betrakta I(a)
som en integral av e léings med en horisontell linje.

Vi kan tédnka pa integralen som att

I(a) = /F( )eCQdC,

dér I'(a) dr den réta linjen Im( = a riktad at hoger. Vi kan se I(a)
som ett gransvérde av I(a, R) dir R — +o0, dér

I(a,R) = /F - e~ dc,

och I'(a, R) ar den del av I'(a) ddr —R < Re( < R. Vi tar tva olika
varden pa a, sdg a; och ag, dir vi antar att a; < as. Vi kan bilda
en sluten kurva av I'(a;, R) — I'(ag, R) om vi ldgger pa tva vertikala
segment, I';(R) med Re( = R och a; < Im( < ay i uppatriktning,
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och I'y(R) med Re( = —R och a; < Im( < as i nedatriktning. Enligt
Cauchys sats géller nu att

e’ d¢ = I(ar, R) — I(az, R)

+ / e dc.
i (R)+T2(R)

Det aterstar att uppskatta e=¢” lings med I'y(R) och T'y(R). Vi ser att
om ( = +xi 4 in sa ar

0= /
F(al ,R)*F(az ,R)+F1 (R)+F2 (R)

2 2 2
—?| _ €%+
|€ ¢ | =€ &t )
sa att om a; < £ < ag sa kommer
_ 2 2.2 2
|€ ¢ | — o < emax (laiflaz]) o =€

och vi finner att

/ G_CQdC‘ < 2ag — ay) emxlablazD =R
I (R)+T2(R)

da R — +o0. Det foljer att I(ay, R) — I(as, R) — 0 as R — +00, och
foljaktligen har vi att I(a;) = I(as).

7. Formulera och bevisa algebrans fundamentalsats.

Se laroboken.

8. Antag att f(z) &r en hel funktion (dvs analytisk i hela planet), och
att funktionen uppfyller olikheten

()] <[22

overallt. Visa att i sa fall maste vi ha att f(z) =0 for alla z.

Enligt Cauchy-uppskattningarna géller att

2m 2m
F@I <2 max 7)< 2wl + R,
och eftersom hoger led gar mot 0 da R — +oo for varje fixerat w maste
vi ha att f'(w) = 0. Eftersom detta ska gilla for varje w maste f vara
konstant, f(z) = C. Den enda konstant som uppfyller |C| = |f(2)| <
|2|/2 #r forstas C' = 0 (stoppa in punkten z = 0!). Dérfor &r f(z) = 0
overallt.



9. Formulera och bevisa maximumprincipen for analytiska funktioner.

Se laroboken.



