Institutionen for matematik
KTH
Hakan Hedenmalm

Tentamen i Komplex analys, SF1628, den 21 oktober 2016

Skrivtid 14.00-19.00. Inga hjialpmedel ar tillatna. Skriv tydliga losningar
med utforliga motiveringar.

For del A giller foljande. Uppgifterna poédngsétts med maximalt 5
poéng per uppgift. 14 podng ger betyg E. 13 poédng ger betyg Fx, med
ratt till komplettering.

Bonuspoing tillgodordknas enligt foljande. Den som &r godkédnd pa
kontrollskrivning 1 far 5 poédng och ska inte 16sa uppgift 1 nedan. Den
som #r godkénd pa kontrollskrivning 2 far 5 podng och ska inte losa
uppgift 2 nedan. Den som &r godkdnd pa inlamningsuppgifterna med
minst 10 podng ska ej 16sa upgifterna 3 och 4 nedan utan far 5 podng
pa vardera automatiskt.

For del B géller foljande. Forst maste man vara godkénd pa del A
med betyg D, antingen via kontrollskrivningar och inlamningsuppgifter
eller alternativt med komplettering med poéng erhallna pa del A enligt
ovan.

Betygséattningen gors sedan enligt foljande:

Tre eller fler ratt 16sta uppgifter pa del B ger sikert betyg A.
Tva rétt 1osta uppgifter pa del B ger sidkert betyg B.

En ritt 16st uppgift pa del B ger sékert betyg C.

Om mindre &n en uppgift 16sts ratt kvarstar betyget D.

Kontrollera bonuslistan hos skrivningsvakten.
Lycka till!

Del A.

1. Finn alla komplexa tal z sa att sinz = 3.

Ekvationen skrivs som

21
och med w = €% blir ekvationen w + w™!' = 6i vilken ekvation blir en

andragradare efter multiplikation med w: w? — 6iw — 1 = 0. Kvadra-
komplettering: (w — 3i)? = —8 med r6tter w = i(3 4 21/2). Slutligen



2

I6ser vi ekvationen e”* = i(3 4 2v/2) med logaritmering:
= g +2onm +iln(3 £2V2) = g +onm +iln(3 + 2V2),

dér n &r ett heltal ger alla rotter till ekvationen.

2. Antag att funktionen f(z) &r analytisk i ett 6ppet omrade € i kom-
plexa talplanet. Lat u(z) = Re f(z) och v(z) = Im {(z) pa Q. Visa att
funktionen

ar harmonisk i €2.

Vi bildar kvadraten av funktionen f: [ = (u + iv)? = u® — v* +
2iuv. Eftersom f dr analytisk dr dess kvadrat f? ocksa analytisk, och
imagindrdelen till en analytisk funktion dr harmonisk. Déarfér ar 2uv
harmonisk och &ven wv ar harmonisk.

3. Funktionen .

/) 2(z+1)(z +2)
kan utvecklas i Laurentserie omkring z = 0. Det finns tre mojliga kon-
vergensomraden for sadana Laurentserier. Ange dessa omraden och de
tre serierna.

Konvergensomradena &r ringar med centrum i z = 0. Funktionens
singulariteter avgor vilka ringar det blir. I detta fall har vi poleri z = 0,

z = —1, och z = —2. Detta ger ringarna 0 < [z| < 1, 1 < |2]| < 2,
och 2 < |z| < +o0. Nu aterstar att berikna Laurentserierna i de tre
ringarna.
Partialbraksuppdelning ger:
1 1 1 1
/() = -t
22+ 1)(z+2) 22 z+1 2(2+2)
Det forsta uttrycket, 2—12 = %zil, har redan ratt form. Nu har vi att
1
=1—z4+22-22+..., for |z| <1,
z+1
och
1 -1
= =zt -2+, for |z] > 1.

z—|—1:1+z—1



Analogt giller att

! ! Lz, 2 2, for |2 <2
= =—\|\l-=4+—-—=+... or |z
2(z+2) 4(1+%) 4 2 4 8 ’ ’

och
1 21 1

-1 —2 -3 ..
- T N f > 2.
20 +2)  2(1+2:°1) 2(Z Fo ) or J2]

Genom att lagga ihop dessa uttryck i de respektiva ringarna far vi
Laurentutvecklingarna av f(z).

4. Berdkna integralen

/°° CcoS T g
— dx
o T2+ 42+ 6

Man betraktar integralen

o0 i ;

/_oo 214z +6
vars realdel blir den stkta integralen. Observera att i komplexa planet
avtar e” snabbt i 6vre halvplanet med positiv imaginérdel. Vi vet att
vi kan se ovanstaende som grinsvirdet av ffR dir R — 400, och
eftersom vi delar med ett polynomiellt uttryck av grad > 1 sa kan
integralen fas med residukalkyl. Residun blir i roten till 2% +4z+6 = 0

i 6vre halvplanet, som #ir z = —2 4 iv/2. Eftersom 22 + 4z + 6 =
(2 +2+1iv2)(z + 2 — iv/2) far vi att residun blir
Re ei® ei® e—2i—V2

S,=—24i = . = T =
=22 4246 24+ 241iV2 e 24i/3 i2v/2

och multiplicerar vi med 27 far vi integralens varde:

/oo e p ,/T€—2i—\/§
—_—ar = ——-.
o X2+ 446 V2

Realdelen ger sedan den sokta integralen.

5. Finn en konform avbildning w = f(2) som avbildar |z| < 1 pa

lw| < 1 sadan att f(0) = 3.




En sadan avbildning d&r Mobiusavbildningen

1
_+Z
w:f(z) B 12—|— 1.
2

Del B.

6. Undersok vilka hela funktioner f(z) som satisfierar olikheten
|2I*
>
= T

for alla komplexa z. Vi minns hér att en funktion sidgs vara hel om den
ar analytisk i hela komplexa talplanet.

Olikheten ger att f kan ha nollstédlle enbart i z = 0. Vi faktoriserar
f(z) = 2"g(z), ddr n > 0 &r ett heltal och g dr en hel funktion utan
nollstédllen. Da &r h = 1/g ocksa hel och vi ser att

1 2 2] 1+ 2] -2
9@ |~ (7@ Ty = e ET U ED
Detta ger att h vixer hogst polynomiellt (av grad < n — 1), och av
Cauchy-uppskattningarna ser vi att h maste vara ett polynom (deriva-
tan A" = 0). Nu maste ett polynom ha nollstéllen om graden &ar > 1,

sa dérfor maste h vara konstant. Nu ser vi alltsa att f(z) = Cz" for en
konstant C' # 0. Vi stoppar in i den givna olikheten:

|2[?
1+ |z
Detta kan inte gélla om n > 2 eftersom vénster sida véxer fortare dn
hoger sida i detta fall. Det aterstar att betrakta n = 0, n = 1, och

n = 2. Om n = 0 kan inte olikheten gilla efter vanster sida inte véxer
medan hoger sida gor det. Om n = 1 skriver vi om olikheten:

n

[h(2)] =

| < [2]"

|C2" >

2|
1+ 7|
Hoger sida blir storst da |z| — +oo, sa villkoret blir |[C] > 1. Om
istdllet n = 2 sa séger oliketen att

Cl =

1
cl> ———.
| ’_1+\z|

Hoger sida maximeras for z = 0, och villkoret ar alltjamt |C| > 1.
SVAR: f(z) = Cz", déar |C] > 1 och n &r lika med 1 eller 2.



7. Formulera och bevisa residusatsen.

Se laroboken.

8. Hur manga rétter har ekvationen 2° + 10z — 1 =0 for 1 < |z| < 27

Vi skriver 2° + 10z — 1 = f(2) + h(2), dir f(z) = 2° — 10z och

h(z) = —1. Nu géller h(z)| = 1 dverallt, medan

1f(2)] = |2° = 10z] = |10z — 2°| > 10|2| — |2|° = 9
pa cirkeln |z| = 1, och

1f(2)] = |2° — 10z] > |2~ > 10]z| = 32 — 20 = 12
pa cirkeln |z| = 2. Darfor géller att |h(z)| < |f(z)| pa de tva cirklarna,
och dérfor géller enligt Rouchés sats att f(z) och f(z) + h(z) har lika
manga nollstéllen i ringomradet. Eftersom f(z) har fyra nollstéllen i

ringen sa har alltsa z° + 10z — 1 = f(z) + h(z) ocksa fyra nollstéillen
dar.

9. Formulera och bevisa satsen om Taylorutveckling for en funktion
som dr analytisk i en 6ppen cirkelskiva.

Se laroboken.



