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Taylors formel i en dimension

Taylors formel i en variabel sdger att om vi utvecklar en funktion F(x)
kring x = 0 s& far vi att

F(x) = F(0) + xF'(0) + ;—TF”(O) +o %F(’")(O) + Rn(X)

dar Ry(x) ar den s3 kallade resttermen. Formeln som den &r skriven
kréver bara att ovanstdende derivator av F finns och den s&ger inte
sarskilt mycket om vi inte kan kontrollera resttermen. Antag nu att
funktionen F(x) &r C™*1l-glatt, dvs att alla derivator av ordning < m + 1
ar kontinuerliga. | s3 fall ar resttermen verkligen liten ndra x = 0. T ex
har vi Lagrange-formen pé& resttermen:

xM+1
(m+1)!

for ndgon punkt # med 0 < 6 < 1. Obs! @ beror i allminhet p& punkten
X.

Rm(x) = F(m(6x)



Taylors formel i tvd dimensioner

Men hur blir det om vi har en funktion f(x,y) och vill utveckla den kring
(x,y) =(0,0)7 En idé kan vara att utveckla med Taylors formel i x forst
och darefter i y. Den metoden fungerar i princip men det blir kréngligt.

Taylors formel kring origo
Vi har att

f(x,y) = £(0,0) + x£/(0,0) + y£,(0,0)
x2y° Xy ., X0y
+ Sror (0,0 + 17 £5/(0,0) + 55 (0,0 + -+
m,,0 m—1,1
+ mlo! fem (07 0) + mf;m_iy(o, O) 4+

(m)
fy’” (070) + Rm(va)a

dar Ry(x,y) ar resttermen.



Taylors formel i tvé dimensioner (2)

Vi behdver saga ndgot om resttermen R,,(x,y). Om f(x,y) ar
Cm*tl_glatt kan vi t ex siga att

|Rm(x, y)| < C(x? —l—yz)("’ﬂ)/27

om (x,y) ligger néra (0,0). Kanske dnnu battre ar att forstd varifrn vi
kan f& fram Taylors formel, vilket ger en bittre uppfattning om
resttermen férhoppningsvis.

Taylors formel kring annan punkt

Vi kan latt byta till en annan punkt (a, b) genom s k translatering. Om vi
vill utveckla f(x,y) kring (a, b) kan vi betrakta funktionen

g(h, k) = f(a+ h, b+ k) och utveckla denna funktion kring

(h, k) = (0,0).



Taylors formel i tvd dimensioner: varifran?

Vi kan byta till generell punkt (a, b) och betrakta envariabelsfunktionen
F(t) = f(a+ th, b+ tk)
genom att betrakta a, b, h, k som fixerade. Enligt Taylors formel i
envariabelsfallet blir nu (stoppa in virdet t = 1)
1 1
F(1) = F(0) + F'(0) + jF”(o) 4+t mF<f">(0) +Rm(1). (1)
Enligt Lagrange dr resttermen
F(m+1) 0
Ro(1) = T (0)
(m+1)!

for ndgot @ med 0 < 6 < 1. Men vad innebar denna formel for
utvecklingen av funktionen 7



Taylors formel i tvd dimensioner: forts

Vi observerar att F(0) = f(a, b). Men vad blir F’(0)7 Enligt kedjeregeln
blir nu

d(b+ tk)
dt

d(a+ th)

F'(t) = g(a+ th, b+ tk) o

Ox

vilket forenklas till

of
— h k
+ay(a+t . b+ tk)

Ox

Om vi infor beteckningen

F'(t)=nh g(a + th, b+ tk) + k ?(aJr th, b+ tk).
y

B 0
hok) V =h—+k—
(hk)-V 8x+ dy

for en forsta ordningens differentialoperator s3 blir

F'(0) = (h, k) - Vf(a, b).



Taylors formel i tvd dimensioner: forts (2)

Men vi kan ocks8 rakna ut andraderivatan:

F"(0) = [(h, k) - V]*f(a, b).

Analogt mer generellt

F(™(0) = [(h, k) - V]™f(a, b).

Har ar t ex

[(h, k) - V]? = [haax+k5y

2
[-»

92 52 o2
— 4+ 2hk —— + k> —
Ox? * Oxdy + Oy?

som vanlig kvadrering fast med differentialoperatorer.



Taylors formel i tvé dimensioner: forts (3)
Enligt (?7) tillsammans med (?7?), far vi, eftersom F(0) = f(a, b) och
F(1) = f(a+ h,b+ k), att
f(a+ h, b+ k)= f(a,b)+[(h, k) - V]f(a, b)+
st %[(h7 k)-V]"f(a,b) + Rn(1), (3)
dar resttermen blir

Rm(l) = .

(m+1)!

for ndgot # med 0 < 6 < 1. Den allminna formeln for potenserna av
(h, k) -V ar

n n ny 0 o" n n—1,1 o"
[(h, k) - V] (0)/1 Koot (1> e gyt

n o"
co k" —.
- (n) ay"

[(h, k) - V]™1f(a+ ho, b+ ko)




Taylors formel: kommentar och exempel

Kommentar
| Taylors formel far vi koefficienten

i (0) = e

framfor termen med potensen h*k"~°. Detta stimmer Gverens med
tidigare formulering av Taylors formel for (a, b) = (0, 0)!

EXEMPEL

Finn basta andragradspolynomet som approximerar f(x,y) = v/x?+ y3
runt punkten (1,2), och anvand detta polynom for att approximera

£(1.02,1.97) = v/1.022 4 1.973. Obs! Taylorpolynomet kan f&s p3 flera
vis!



Taylors formel: exempel med implicita funktioner

EXEMPEL
Bestam Taylorpolynomet av grad 3 runt (0,0) for f(x,y) = eX~%.

EXEMPEL (implicit funktion)

Ekvationen sin(x + y) = xy 4+ 2x har en lokal lésning y = f(x) med
f(0) = 0. Finns Taylorpolynomet till funktionen f(x) upp till grad 4 i
potenser av Xx.



Extremvarden

DEFINITION

Extremvarde = max eller min.

SATS
En funktion f(x,y) kan ha ett lokalt eller globalt extremvarde i en punkt
(a, b) enbart om n&got av féljande galler:

(i) Punkten (a, b) ar kritisk, dvs Vf(a,b) =0
(ii) Punkten (a, b) ar singuldr, dvs Vf(a, b) finns ej,
(iii) Punkten (a, b) &r en randpunkt.

EXISTENSSATSEN FOR MAX/MIN

Antag att f(x, y) dr kontinuerlig pd en kompakt mingd. D& antar
funktionen sitt max och min.



Extremvarden och andraderivator

Observera:
kompakt = sluten och begransad.

HESSIANEN

Hessianen ar matrisen

*f 9*f
0xZ  Ox0
He(x,y) = | 55 57

Ox0y oy?

Positivt (semi)definit
En symmetrisk matris
a a
A_ (91 2
a1 a
dar symmetrin innebar att a;» = ap; ar positivt definit om alla

egenvarden ar positiva, och positivt semidefinit om egenvardena ar alla
> 0. Den &r indefinit om den har bade positiva och negativa egenvarden.



Extremviarden och andraderivator (2)

Negativt (semi)definit definieras analogt.

SATS

Antag att funktionen f(x,y) i C2-glatt nira punkten (a, b), s& att
Hessianen H¢(x, y) blir kontinuerlig dar. Om nu (a, b) &r en inre punkt
till definitionsmangden, och dartill en kritisk punkt, dvs

Vif(a, b) = (0,0), s& giller foljande:

(i) Om H¢(a, b) &r positivt definit s& har f ett lokalt minimum i (a, b).
(i) Om Hg¢(a, b) &r negativt definit s& har f ett lokalt maximum i (a, b).
(iii) Om H¢(a, b) &r indefinit s har f en sadelpunkt i (a, b).

ANMARKNING

Om Hessianen varken ar positivt eller negativt definit, eller indefinit, s&
ger kriteriet ingenting!



Extremvarden och andraderivator. Exempel

OBS!

Motsvarande kriterium finns i fler variabler 3n tvd ocksa&.

EXEMPEL

Finn och klassificera de kritiska punkterna till
f(x,y,z) = x2y + y?z + 22 — 2x.

EXEMPEL

Finn och klassificera de kritiska punkterna till f(x,y) = xy e~ (FHy3)/2,



