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Kedjeregeln i en variabel

| en variabel siger kedjeregeln att
d
—(f =f' '(x).
2 (F(u(x))) = (u(x)) v'(x)
Faktorn till hdger minns vi kallas inre derivatan. Det blir |3ttare att forstd
kedjeregeln om vi tanker p& u som en variabel som férandras (och inte
primart som en funktion). D& kan vi se att kedregeln siger att
of _ df du
dx  du dx’

Vi tanker p& den som att vi far forkorta i ovanstdende “brak”.



Kedjeregeln i tva variabler

Hur blir det i tvd variabler d&?7 Vi har nu en funktion f(u, v) som allts§
beror av tva variabler u och v. Hur ska vi tanka?

Vi minns tangentplanets ekvation
z=f(a,b) + f/(a,b)(x — a) + £,(a, b)(y — b),
och vi tinker p& formeln med approximation av funktionen med
tangentplanet som att
Af = f(x,y) — f(a, b) = f/(a, b)Ax + f/(a, b)Ay,
dir Ax = x — a och Ay = y — b. Den hir approximationen blir battre

och battre ju mindre Ax och Ay blir, &tminstone om funktionen ar
vettig.



Kedjeregeln i tvd variabler: differentialform

Vi tanker nu intuitivt att vi gér i grans d& Ax och Ay gér mot noll, men
vi jobbar med en sorts “infinitesimaler” och ersitter Af med df, och Ax
och Ay med dx och dy, respektive. Vi far:

of of

df = —dx + —dy.

ox Xt dy 4
Uttrycken df, dx, dy kallas fér differentialer. Ovanst3ende formel ar
kedjeregeln pa differentialform.



Kedjeregeln i tvd variabler: envariabelsfallet

Lat nu x = x(t) och y = y(t), som parametriserar en kurva i planet.

Funktionen

F(t) = f(x(t), y(t))
beror d& bara pa en variabel och vi ska kunna derivera den. Langs med
kurvan ar ju f och F samma, s3 vi kan tdnka p& dF som df dir. Men i

kedjeregeln of of
df = —dx + —dy.
ox T oy
behdver vi stoppa in vad dx och dy blir. Enligt kedjeregeln i en variabel

ar dx = x/(t)dt och dy = y'(t)dt, och darfor

_of orf ,
dF = v x'(t)dt + 8y y'(t)dt.
Vi delar bigge sidor med dt och ser att
/ _ f _ g / ﬂ /
F(0) = S = 500+ 5y (1) 1)

Detta ar en version av kedjeregeln.



Kedjeregeln i tva variabler: tva variabler

L&t nu istillet x = x(s,t) och y = y(s, t), som motsvarar ett
variabelbyte. Tank t. ex. p& poldra koordinater.

F(s,t) = f(x(s,t),y(s,t))

beror nu pa tva variabler, s& den kan vi bara derivera partiellt. Genom att
halla férst t konstant och darefter s, kan vi anvinda formeln (1) p& s och
t respektive. Detta ger nu

Fis.ny = OF _ 0 ox  0f oy

95 oxds Ty s (2)

samt OF  0F0x  Of dy

ot~ oxot  oyot

Observera att partialderivatorn tas med avseende p& de olika systemen
(x,y) och (s, t).

Fi(s,t) = (3)



KEDJEREGELN | FLER VARIABLER

Om f(x1,...,x,) alltsd beror av n variabler, hur forstér vi kedjeregeln
da? Pa differentialform &r det analogt:

of of
df—aix:ldxl"‘r"' 8Xn

Alla andra formler blir dven de analoga, med n termer istéllet for bara tva.

dxp.



Exempel

EXEMPEL

Om z = sin(x?y), dir x = st? och y = s? + 1, finn 9z/0s och 8z/0t,
genom att

(a) anvinda kedjeregeln i en variabel,

(b) anvénda tvavariabelsregeln.

EXEMPEL

Bestam for en funktion f(u, v) av tv3 variabler

2 2 =7 ﬁ 2 =7
8X(f(x y,x+2y)) =2, ay(f(x y,x+2y)) =2.



Homogena funktioner

Homogen funktion av grad k
En funktion f(x, y) & homogen av grad k om
f(tx, ty) = tF(x, y)

géller for alla t > 0 och alla (x, y) i planet.

EXEMPEL

(a) Funktionen f(x,y) = 1/x? 4+ y? & homogen av grad 1.
(b) Funktionen f(x,y) = x? 4+ 3xy — y? &r homogen av grad 2.



Eulers sats

Eulers sats
Antag att f(x,y) dr Cl-glatt och homogen av grad k. D4 giller att
af of
= kf.
X ox ty 8y
EXEMPEL

Om f(x,y) &r harmonisk, dvs léser Laplaces ekvation, visa att dven
F(x,y) = f(x? — y?,2xy) &r harmonisk.



Linjar approximation, differentierbarhet

Lat f(x,y) vara en funktion av tv3 variabler, och I&t
L(x,y) = f(a, b) + fi(a, b)(x — a) + £ (a, b)(y — b)
vara linjdrapproximationen i punkten (a, b).
Differentierbarhet
Funktionen f(x, y) sdgs vara differentierbar i punkten (a, b) om
f(a+h b+k)—L(a+h b+k)
Vh? 4 k2

—0

da (h, k) — (0,0).

Differentierbarhet kréver att linjarapproximationen dr en god
approximation av funktionen kring (a, b).



En medelvardessats

SATS
Antag att f(x,y) och partialderivatorna f/ = 4% och £ = gf ar

kontinuerliga kring (a, b). D4 finns tal 0 < 91,92 < 1s3 att
f(a+ h,b+ k) — f(a,b) = hf{(a+ 01h, b+ k) + kfz(a, b + 02k).



