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Partiella derivator

Vi betraktar nu en funktion f(x, y) som allts& beror av tv3 variabler x
och y. Vi vill kunna derivera funktionen, precis som vi gor i
envariabelskursen. Men eftersom vi har tva olika variabler, hur ska vi
derivera egentligen? Enklast blir om vi betraktar variablerna separat. Dvs
vid derivering tinker vi t. ex. pd y som konstant och deriverar med
avseende p& x. D3 far vi partiella derivatan Of /Ox. P& samma sitt, om
vi héller x konstant, s§ kan vi derivera med avseende pd y. Detta ger
partiella derivatan Of /Oy. En formell definition ar som foljer.

Partiella derivator

of . fx+hy)—f(x,y)
&(X’Y) o ILTO h
g(X’y): lim f(Xv)/'i_k)_f(va)'

dy k—0 k



Notation och exempel

Notation
Vi skriver aven

of of
a = f;:(X,y) = &(me) = fll(me)a @ = fyl(X7y) = f}’(xvy) = f2/(X7y)

Motsvarande notation finns dven om vi har tre variabler, t. ex. (x,y, z).

Exempel
Finn 0z/0x och 8z/0y om z = x3y? + x*y + y*.

Exempel
Finn £/(0,7) om f(x,y) = &Y cos(x + y).

Exempel

Om f(t) ar en Cl-glatt funktion av t, visa att z = f(x/y) |&ser partiella
differentialekvationen
0z 0z 0



Tangentplan

Vi ténker pd z = f(x, y) som en yta i rummet. P4 samma vis som det i
envariabelskursen ar naturligt att approximera grafen med en tangentlinje
ar det har naturligt att forsoka approximera med ett tangentplan. Hur
kan vi hitta detta plan? Vi tittar p& en punkt (x,y) = (a, b) och vill hitta
tangentplanet dar.

Vi kommer ihag foljande fran envariabelskursen.
Tangentriktning i en variabel

Om vi betraktar grafen y = f(x) runt punkten x = a s& pekar vektorn
(1,7'(a)) i tangentens riktning.

Detta leder till féljande:

Tangentriktningar i tva variabler

Enligt ovanstdende blir det sa att vektorerna

T: =(1,0,f(a, b)), T2=(0,1,f/(a,b)),

bada pekar i (olika) tangentriktningar.



Tangentplanets ekvation

Vi minns nu att alla plan i rummet kan skrivas pa formen
Ax+ By + Cz=D.
Men det kan vara battre att tdnka pd ett plan som beskrivet av
N-(r—r))=0 (1)

dar N betecknar en normal till planet och rg dr en punkt i planet. RITA!
| var beskrivning av tangenplanet har vi nu tva olika tangentialriktningar.
Hur kan vi anvdnda dessa for att f& en normalriktning? Jo, vi kan bilda
kryssprodukten T, x T; som maéste vara en normal till planet! Berdkning
ger nu att

Tox T =(0,1, fy'(a, b)) x (1,0, f/(a, b)) = (f.(a, b), fy’(a, b),—1),

vilket &r var normal N. Enligt (1) behdver vi dven en punkt rq i planet.
Vi anvander punkten ro = (a, b, f(a, b)):

(fxl(av b)a fy,(a7 b)7 71) ’ ((Xv)/vz) - (av b; f(av b))) =0 (2)



Tangentplanets ekvation (2)

Om vi skriver om (2) lite blir det:
Tangentplanets ekvation

z = f(a, b) + f/(a, b)(x — a) + f/(a, b)(y — b).

Exempel

Bestdam normalvektor och tangentplanets ekvation fér z = sin(xy) i
punkten (x,y) = (7/3,—1).



HOGRE ORDNINGENS PARTIELLA DERIVATOR

Partiella derivator av andra ordningen
Vi skriver

o OF_0 (o oo (or
> ox2 T Ox\ox ) Y 0y? Oy \ Oy

o PF 0 (0F\ L 20 (of
YU 9ydx Oy \ox ) Y Ox0y  Ox\Oy)

Ordningsféljden!

samt

Observera att ordningsféljden blev omkastad i notationen med partiella
derivator med O-tecken jamfort med prim-tecken! Det beror p& att man
|&ter ytterligare deriveringar synas fran hoger i prim-notation medan de
syns fr&n vanster i J-notation.

Tredje ordningen mm

Man kan aven definiera partiella derivator av annu hogre ordning, t. ex.
f’//l

XXy *



Lite exempel

Observera
Observera att om vi tar f, s& deriverar vi forst f med avseende pd x
medan vi hdller y konstant. Darefter héller vi istdllet x konstant och

deriverar med avseende p3 y.

EXEMPEL

Berdkna partiella tredjederivatorna f)7, £/, samt £,/ fér funktionen
f(x,y,z) = ex~2r¥3z,



Satsen om blandade derivator

SATS

Antag att f(x,y) dr en kontinuerlig funktion, och att dven de partiella

derivatorna f; och f] &r kontinuerliga. Antag dessutom att de blandade
partiella andraderivatorna £, och £/ &r kontinuerliga. Da &r dessa lika,
dvs f, = f,;. Med andra ord,

PF 0
Oxdy  Oydx’

DEFINITION

Vi siger att f ir Cl-glatt om funktionen &r kontinuerlig samt alla dess
forsta ordningens partiella derivator &r kontinuerliga. Analogt ar f
C?-glatt om funktionen &r kontinuerlig samt alla dess férsta och andra
ordningens partiella derivator ar kontinuerliga. Man pratar om
C3-glatthet om dartill alla tredje ordningens partiella derivator &r
kontinuerliga osv.



Nagra partiella differentialekvationer fr&n fysik

Laplace ekvation

#r P
ox2  oy?2
Végekvationen
Pf L Pf
— = Cc"—
ot? ox?’

dédr ¢ > 0 betecknar hastigheten.

Exempel

(a) Visa f(x,y) = e cos(ky) och g(x,y) = e sin(ky) léser Laplace
ekvation.

(b) Visa att f(x, t) = g(x — ct) + h(x + ct) l6ser végekvationen om g
och h &r C2-glatta funktioner av en variabel.



