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Nyckelord: Funktioner av flera variabler, graf, kontinuitet



Funktioner av flera variabler

Volymen av en konservburk med radie r och hdjd h ges av formeln
V =nrr?h.

Har beror V p& tva variabler, namligen r och h. Darfor kan vi skriva
V(r, h) for att betona detta. | det hir fallet 3r det naturligt att inskrinka
sig till r > 0 och h > 0. Detta motsvarar att avgrinsa sig till en naturlig
definitionsmangd. Samtidigt talar man ibland om vardemingden, som
blir mdngden av alla virden som kan antas om variablerna ligger i
definitionsmidngden. | detta exempel blir det V' > 0 som beskriver
vardemangden.



Hur ritar vi grafer?

Om en funktion beror av tva variabler x, y kan vi skriva den som f(x, y),
som motsvarar att fér givna tal x och y kan vi rdkna ut virdet f(x,y). |
envariabelkursen ritade vi en massa grafer, hur gor vi har?
Funktionsgraf

Motsvarande funktionsgraf ges av relationen z = f(x, y), dvs av alla
punkter i rummet (x,y,f(x,y)) om (x,y) ligger i definitionsmangden.

| princip kommer grafen att vara en yta i tredimensionella rummet. Har
kan datorgrafik vara mycket anvandbart!

EXEMPEL
Rita grafer till: (a) f(x,y) =x*>+y?. (b) f(x,y) = /4 — x2 — y2.



Topografiska metoder: nivdkurvor

Om ni har orienterat ndgon géng s& vet ni att hojdskillnader i terrdngen
utmiarks genom s. k. nivdkurvor. Detta motsvarar att man ritar upp
kurvor i xy-planet dar f(x,y) = C for ett antal olika val av konstanten
C, och markerar motsvarande konstant C intill kurvan.

Exempel
Rita nivakurvor till (a) f(x,y) = x* +4y2. (b) f(x,y) = x*> — y2.



Gransvarden och kontinuitet

Vad ska det betyda att
f(x,y)— L d& (x,y) — (a, b)?

Intuitivt handlar det om att d§ punkten (x,y) ndrmar sig (a, b) ska
funktionsvardet f(x,y) nidrma sig talet L. Detta begrepp &r ju intuitivt
sjalvklart men inte s& Iatt att f3 till pd ett rigorost vis. Vi kan anvanda
oss av kvantorerna V och 3, som utldses som V = for varje, 3 = det finns.
Vi vill ju siga att nar (x,y) ar ndra (a, b), dvs d3 |(x,y) — (a, b)| < § for
ndgot litet men positivt tal 4, sa ska |f(x,y) — L| <, dvs f(x, y) vara
nara L. Nu visar det sig att e ska viljas forst, och § ska viljas sedan (s3
det f&r bero av e):

Ve>036>0; 0<|(x,y)—(ab)] <0 = [f(x,y)— L] <e.

Lyckligtvis ar det ratt sillan man behdver luta sig mot definitionen av
gransvarde, det finns ju en hel del standardmetoder.

NOTATION: Vi skriver ofta alternativt att lim(, ,y_,(ap) f(x,y) = L.



EXEMPEL PA RAKNEREGLER

RAKNEREGLER
Om f(x,y) — L och g(x,y) = M d& (x,y) — (a, b) s&

f(x,y) +g(x,y) = L+M
f(x,y) —g(x,y) = L—
f(x,y)g(x,y) = LM,
f(x,y)
- —.
g(x,y) M
Dessutom, om funktionen F(t) &r kontinuerlig i t = L, s3 géller att
F(f(x,y)) = F(L) da& (x,y) — (a, b).
OBS! | (4) behovs tilliggsvillkoret att M £ 0.




Kontinuitet

Exempel

(a) |im(x7y)_>(2,3) X2/y3 = 4/27.

(b) Gransvirdet lim(, )00y xy/(x* + y?) saknas! Varfor?

(C) Visa att |im(X)y)ﬁ(0’0) XQ)//(X2 + y2) =0.
)
)

. . sin(x
Finns im()+(0.0) 5538 7
2 2

(e Finns |im(X7y)_>(070) %7

(d

DEFINITION

Att funktionen f(x,y) ar kontinuerlig i punkten (a, b) betyder att
f(a,b) = |im f(x,y),
(2,0) (x.y)—(a,b) (y)

dar alltsd bade funktionsvardet f(a, b) och gransvirdet ska finnas och
vara lika.



