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Ytor och ytintegraler

Parametrisering av yta

Om vi skriver r = r(u, v) nér (u, v) genomléper ett omrdde D i planet s3
far vi en parametriserad yta. RITA!

Anmarkning

| laroboken valjer man att krdva att D = R, en axelparallell rektangel.
Men det &r onddigt restriktivt!

Grafyta

En graf z = f(x, y) 6ver ett omrade D i xy-planet kan parametriseras:
r=(u,v,f(u,v)) dir (u,v) € D fungerar.



Glatta ytor

Glatt yta

En miangd S i rummet &r en glatt yta om varje punkt i mangden har en
omgivning N s8 att A/ NS kan beskrivas som

NNS={QeN: g(Q)=0}
dar g 3r en glatt funktion med Vg #0 for Q i N N S.



Tangentialvektorer och normalvektor till en yta
Vi parametriserar var yta med r = r(u, v).

Tangentvektorer till yta
| den givna punkten r(u, v) p& ytan ir

or or
ou’ v
tva tangentvektorer till ytan.

Om ovanstdende tangentvektorer ar linjart oberoende kan vi bilda ur dem
en normalvektor till ytan i punkten.

Normalvektor till yta

| den givna punkten r(u, v) p& ytan 3r kryssprodukten

or Or
au " ov
en normalvektor till ytan. For att f3 en enhetsnormal kan vi dela med
langden:
dngde % y %
e % Bel

n—=



Normalvektor till yta, ytelement

OBS!

Till en given yta finns tva stycken enhetsvektorer i en given punkt. Detta
reflekteras av att kryssprodukten dr antikommutativ och om vi byter
plats pd u och v i parametriseringen far vi en normalvektor som pekar i
motsatt riktning.

Ytelementet
Vi skriver

or 6r

au " Bv
vilket ger ett geometriskt ytelement och vésentligen inte beror av valet av
parametrisering.

dS = dudv

Area p& parametriserad yta

Vi definierar arean p§ ytan S som

oren(s) = [ s - f”

ddv




Funktionsytor

Ytelement p& funktionsytor

Betrakta funktionsytan z = g(x, y) dér (x, y) ligger i omradet D. En
naturlig parametrisering ar

r(u,v) = (u,v,g(u,v)), (u,v) € D.
D3 blir ytelementet
dS = |r/, x r,|dudv = \/1+ (g)? + (g.)?dudv

och om vi byter till (x,y) istéllet fér (u, v) s8 kan vi skriva

dS = \/1 (87)% + (g))?dxdy

EXEMPEL

Berakna momentet
jf zdS
S

dver konytan z = y/x2 + y2 mellan z=0och z = 1.



Ytor givna implicit

Areaelement pa implicit given yta
Lat ytan S ges av ekvationen G(x,y,z) = 0. D3 blir areaelementet
VG(x,y,2)

Gy, 2) |7
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Det orienterade ytelementet

Orienterat ytelement

Om n betecknar enhetsnormalvektorn pa ytan S, och dS areaelementet,
sa ar

dS = ndS
det orienterade areaelementet. Notera att det beror pa valet av
normalrikting (det finns tva).

Det orienterade areaelementet for en parametriserad yta

Eftersom o or
e % ol
och 9 5
ds = |25« I dudy
ou v
s& blir
dS = ndS g X ﬂ dudv.

“Bu " o



Orienterbarhet for yta

Lokalt gar det alltid att pa en glatt yta valja normalvektor pa ett
konsistent vis. Men det kan bli problem globalt. T ex Mébiusbandet visar
pé svarigheten.

Orienterbar yta

En yta sdgs vara orienterbar om man kan vilja ett kontinuerligt
enhetsnormalvektorfalt pa ytan.



Flodesintegraler

Flode genom yta

Flédet av vektorfiltet F dver den orienterbara ytan S ges av

LfF~dS—£fF-ndS.

Nar ytan ar sluten skriver vi f istillet for [[ for att fortydliga. | detta
fall talar vi om flédet ut om normalvektorn ar utdtriktad eller flédet in
om normalvektorn ar in4triktad.

EXEMPEL

Finn flodet av filtet F = mr/|r|3 ut genom sfiren av radie a med
centrum i 0.

EXEMPEL

Berikna flodet av filtet F = (x, y, z) genom cylinderytan x? + y? = a2
med —h <z < h.



