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Kurvintegraler

Om C &r en kurva, och ds star for baglangdselementet, vad ska

/ f(x,y,z)ds
c

vara for ndgot? Har &r f(x, y, z) en reellvdrd funktion, dvs ett skalarfilt.
Kom ihég att r = (x, y, z).

KURVINTEGRAL MED ds
Vi parametriserar C med r = r(t) = (x(t), y(t), z(t)) for a< t < b. D3
ar ds = |r'(t)|dt och séledes

b
[ﬁm¢_Lfmmpmm.

Speciellt ar kurvans lingd
b
/&z/hﬁWt
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Exempel

EXEMPEL

Berdkna kurvintegralen
I = /(x2 +y?)ds
c
dar C &r linjestycket frén (0,0) till (2,1).

EXEMPEL
Finn tyngdpunkten fér spiralhelixen

r = (acost,asint, bt), 0<t<2m.



Kurvintegraler av vektorfalt

L&t nu F vara ett vektorfalt i rummet. Vi vill nu definiera kurvintegraler

p& formen
/ F-dr.
c

Detta kallas for en arbetsintegral. Vad ska F - dr tolkas som?

ARBETINTEGRAL
Vi skriver dr = (dx, dy, dz) och F = (Fy, F2, F3) och skriver

/Fdr:/Fldx—i—dey—l—Fg,dz
C C

for integralen som i parametriseringen r = r(t) = (x(t), y(t), z(t)) for

a<t<bgesav
b
/F-dr:/ F(r(1)) - ¥'(£)dt.
C a



Arbetsintegraler, forts

Vi kan 3ven tinka oss att skriva dr = Tds, dir T &r enhetsvektor i
tangentialriktningen ldngs med C. D& blir:

/F-dr:/(F-f)ds.
c c
Observera att i en parametrisering blir

7= I:Egl ds = |r'(t)|dt.

Cirkulation
Om C ar en sluten kurva siger vi att

jl{Fdr
c

ar cirkulationen av F runt C.



Exempel

EXEMPEL

Lat F vara vektorfiltet i xy-planet F = (y2,2xy). Berikna
arbetintegralen [, F - dr fran (0,0) till (1,1) lings med
(a) rata linjen y = x,

(b) kurvan y = x2,

(c) langs med linjesegment fran (0,0) till (0,1) och sedan till (1,1).



Lite topologi

Sammanhangande omrade

Ett omrdde ar enkelt sammanhidngande om varje tvd punkter kan
sammanbindas inom D av en glatt kurva.

Enkelt sammanhdngande omrade

Ett sasmmanhingande omréde D &r enkelt sammanhangande om varje
enkel sluten kurva inom D l&ter sig kontinuerligt deformeras till en punkt
utan att ldmna D.



Konservativa falt: ekvivalenta formuleringar

SATS

Lat D vara ett Sppet sammanhingande omrdde och F ett (glatt)
vektorfalt p& D. D3 ar foljande ekvivalenta:

(a) F &r konservativt p& D,
(b) ¢, F - dr =0 for varje glatt sluten kurva C i D,

(c) Kurvintegralen [, F - dr &r oberoende av vagen (dvs beror bara av
slutpunkterna).

OBS!

Om ¢ ar potentialen till det konservativa vektorfaltet F s3 har vi att

Py
/P F-dr = o(P1) — 6(Po).

o



Exempel

EXEMPEL

For vilka varden p& konstanterna A och B ar faltet
F = (Axsin(my), x? cos(my) + Bye %, y?e %)

konservativt? Berdkna sedan for detta val av A, B integralen [, F - dr,
dar kurvan ges av

(a) r = (cost,sin(2t)sin? t), for 0 < t < 2.

(b) Snittet av paraboloiden z = x? + 4y? och planet z = 3x — 2y fran
(0,0,0) till (1,1,2).
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EXEMPEL

Berdkna integralen
j{(ex siny + 3y)dx + (X cosy + 2x — 2y)dy
C

moturs lings ellipsen 4x2 + y? = 4.



