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Trippelintegraler

Om f(x,y, z) ar en funktion av tre variabler p3 ett begransat omride B,
s& kan vi definiera trippelintegralen

///B f(x’y’z)d‘/:///s f(x, y, z)dxdydz

P& samma satt som en dubbelintegral dr volymen med tecken av kroppen
mellan funktionsgrafen och xy-planet, s& ar trippelintegralen ovan en
4-dimensionell volym mellan den 3-dimensionella grafen och xyz-rummet.

Speciellt galler att
Vol(B // dv.

Om nu t ex p 3r densiteten (=tdtheten) hos ett inhomogent material s3

blir
/// pdV = massan.
B



Ett exempel

Exempel
Berdkna for B : x? + y? + z? < a? trippelintegralen

// B(2 + x —sinz)dV.



Hur vi raknar ut trippelintegraler

PROBLEMSTALLNING
Hur beraknar vi
/// f(x,y, z)dxdydz?
B

Har forestaller vi oss att B ges p& nagot lampligt vis. T ex kanske B ges
av att foljande tre olikheter ska vara uppfyllda:

ap < x < by,

a(x) <y < by(x),

‘93(X?y) <z< b3(X7y)'



lterationsmetoden

ITERATIONSMETODEN

Om B ges som ovan, ar

by ba(x) bs(x,y)
/// f(x,y, z)dxdydz :/ (/ </ f(x,y,z)dz) dy) dx.
B a1 az(x) az(x,y)

SPECIALFALL

Om alla integrationsgranserna dr konstanta, vilket betyder att B &r ett
axelparallellt ratblock, och funktionen ar av produkttyp

f(x,y,2) = F(x)G(y)H(2),

sd ar

by bs( Xy)
/// X, y,z)dxdydz —/ / / f(x,y,z)dzdydx
bs
:/ F(x )dx/ G(y )dy/ H(z)dz.



Trippelintegraler

Anmarkning

Motsvarande formel géller dven i tvé dimensioner, eller t ex fyra.

Exempel

Om T &r tetraedern med horn i (0,0,0), (1,0,0), och (0,1,0), och
(0,0,1), berdkna trippelintegralen

1= [[] av.

Notera att T beskrivs av att x,y,z>0ochavx+y+z <1



Exempel

Exempel
Uttryck den itererade integralen

/_/01 (/yl (/Ozf(x,y,z)dx)dz>dy

som en trippelintegral, och skissera kroppen Sver vilken trippelintegralen
tas.



Variabelbyte i trippelintegraler
Vi betraktar variabelbytet

x = x(u, v, w),

y =y(u,v,w),
z=z(u,v,w).

Volymselementet under variabelbyte

dV = dxdydz = ‘(‘3(X,y,z) dudvdw.

o(u, v, w)
Har traffar vi pd Jacobianen i tre dimensioner, som ges som en
determinant av en 3 x 3 matris.

Volym av ellipsoid

Betrakta ellipsoiden
2 2 2
X y z
Stptz <L
Anvand variabelbytet x = au, y = bv, z = cw for att berdkna dess

volym.



Cylindriska koordinater

CYLINDRISKA KOORDINATER
Variabelbytet

X = rcos?,
y =rsinf,
z=2z,

kallas for cylindriska koordinater.

Volymselementet
Motsvarande volymselement ar

dV = rdrdfdz.



Sfariska koordinater

Vi drar oss till minnes att sfariska koordinater ges i termer av [R, ¢, 6],
dar R ar avstandet till origo och ¢, 6 ar tva vinklar. Sambandet blir

x = Rsin¢cosf,
y = Rsingsinf,
z = Rcos¢.

Volymselementet blir

dV = R?sin ¢dRd¢d0.



Exempel

EXEMPEL
Antag att en planet har densitet

p= pO(XZ +y2 _’_22)—1/2’
for x? + y? + z2 < a2, dir a > 0 ar planetens radie. Bestim planetens
massa.



Tillampningar av multipelintegraler

AREA PA GRAFYTA
Betrakta grafen

{z =f(x,y),
(x,y) € D.

Den &r en yta med area som ges av
AN A
14+ (= ) dxdy.
//D\/ - <8X> - (3)/> id

Bestdm arean av hyperboliska paraboloiden z = x? — y? innanfor
cylindern x2 + y? = a2. Hairvid blir D : x?> 4+ y? < a2 en cirkelskiva, och
= —2y, s§ arean blir

Exempel

! /
z, = 2X, z,

// V14 4x2 4 4y2 dxdy—f< (1+4a )3/2—1).



Masscentrum

L&t R vara en kropp och p den (variabla) densiteten i kroppen. Om nu

*

r* = (x*, y*, z*) & masscentrum p3 kroppen, ges detta av

o ffprrdV
~ JfJrpdv”

Exempel

Bestam masscentrum for kroppen S som definieras av de fyra villkoren
att x,y,z > 0 samt att x> + y? + z° < a°.



