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Generaliserade integraler och medelvardessatsen

PROBLEM

Generaliserade integraler behdvs nar (a) integrationsomradet D &r
obegrinsat, eller (b) integranden f(x,y) ar obegrdnsad. S3, vad blir i

dessa fall
// f(x,y)dxdy?
D
LOSNINGSIDE

(a) Om integrationsomradet D ir obegransat, s bildar vi en véxande
foljd av begransade omraden Dy, Dy, Ds, ... vars union dr D, och sitter

//D f(x,y)dxdy = nll>r+noo //Dn f(x,y)dxdy.

(b) Om integranden f(x, y) dr obegransad s& gor vi p& samma sitt bara
att vi later D, undvika de punkter dar f blir obegrinsad.



Svérigheter

PROBLEM SHOOTING

Hur vet vi att |8sningsidén ger ett bra svar? T ex kanske det ar s3 att

gla' va det

beror p& valet av omr8dena D, som utfyller D. Det skulle vara
problematiskt!



Positiva integrander

POSITIV INTEGRAND
Om f(x,y) > 0 pad D s& kommer inte

f = i
//D (x, y)dxdy nlgmoo//Dn f(x, y)dxdy

att bero pa valet av D,,. Gransvirdet blir antingen ett reellt tal > 0 eller
+00.



Exempel pd positiva integrander

EXEMPEL

L&t R vara omradet som ges av |y| < x. Berékna dubbelintegralen

// e‘xzdxdy.
R
EXEMPEL

L&t D vara omrédet som gesavx >1och 0 <y < % Beridkna
dubbelintegralen
// dxdy
pX+y
EXEMPEL

Lat D vara omradet mellan kurvorna y = x och y = x2. Berikna

dubbelintegralen
// dxdy




Medelvarden

Medelvardet av en funktion dver ett omrade
Om D ar ett omréde i planet, och f en funktion definierad p& D, &r dess

medelvarde
P ffD f(x,y)dxdy
- area(D)
Medelvardet antas

Om D &r slutet och sammanhingande, och f &r kontinuerlig p& D, s
antar funktionen sitt medelvérde.

Tyngdpunkt

Lat

[ fOx,y)dxdy — _ [f, ydxdy
area(D) Y= area(D)

D3 kallas punkten (x,y) for D:s tyngdpunkt.

)_(:



Exempel

Exempel

Vad ir medelvirdet av x2 + y? &ver triangeln med hérn i (0,0), (1,0),
och (1,1)7

Exempel

Vilken &r tyngdpunkten for polygonomradet med hérn i (0,0), (2,0),
(3,1) och (2,2)7

Exempel

Vilken &r tyngdpunkten for halvcirkelskivan som definieras av att
x?2+y%2 <4ochy>0?



Dubbelintegraler i poldra koordinater

Areaelement i poldra koordinater

Vi skriver dA = dxdy for areaelementet i xy-planet. Om vi anvander
poldra koordinater istillet blir dA = rdrd6.

OBS!

Faktorn r i areaelementet kan forstds som en Jacobian.

Exempel
L&t D ges av villkoret x? + y2 < 1. Berikna dubbelintegralen

//D(l — x2 — y?)dxdy

med hjilp av poléra koordinater.



Fler exempel

Exempel

L&t R vara sektorn som i poldra koordinater ges av a < r < b samt
0 <60 < 7. Berdkna dubbelintegralen

2
// % dxdy.
R

Exempel
Visa att:

+o0 2
/ e dx = +/T.

— 00
Den har integralen anvands flitigt i samband med statistik och
sannolikhetsteori.



Mer allmanna koordinatbyten

N&r vi jobbar med poldra koordinater vet vi hur vi ska transformera
areaelementet. Men hur blir det i samband med ett mer allmant
koordinatbyte? Vi tinker oss koordinatbytet

x = x(u, v),

y =y(u,v),
och att omradet D i xy-koordinater motsvarar omradet D i
uv-koordinater.

SATS
Lat f(x, y) vara en funktion definierad pd omr&det D, och I8t g(u, v) ges

av
g(u,v) = f(x(u,v), y(u,v)).
D3 giller att

/ /D F(x, y)dxdy = / /D g(u,v)

9(x,y)
d(u,v)

dudv




Jacobianen

Areaelementet vid variabelbyte

Det viktigaste dr att areaelementet transformeras enligt

_|9(x, )
dxdy = 3w, v) dudv.
Harvid ar
x,y) O ox
s =t (8

Jakobianen.



Exempel

Areaberdkning

Bestam med hjilp av [ampligt koordinatbyte arean av den elliptiska skivan
2 2

Ztpst
Prova med koordinatbytet x = au, y = bv forst!
Exempel
Bestam integralen
// dedy,
D X

vavidr D dr omradet dar féljande tre villkor &r uppfyllda:
0<y<x, x>+4y?<a4.



