Institutionen for matematik

KTH

Kontrollskrivning, 2003-05-05, kl. 9.15-11.00.
5B1202 Diff & Trans, for F.

Kontrollskrivning 2!

1. Lo6s vdarmeledningsekvationen

Pu_0u o pcm 0<t<q
— = r<T 00
or?  Ot’ ’ ’
givet att
ou ou
—(0,t) = —(m,t) =0
2L 0.0 = 5 m)
for 0 < t < +o00, och att
u(z,0) =sinz, 0<z<m.

Vi nyttjar variabelseparationsmetoden, och letar férst efter l16sningar
u(z,t) = X(z)T(t),

vilka skall 16sa varmeledningsekvationen plus de forsta randvillkoren, dvs ldngs med
linjerna z = 0 och & = 7. Detta innebér att

X'"T=XT,
dvs . )
X T
= =_)?
X T ’

for en lamplig kostant A, och
X'(0) = X'(m) = 0.
Detta &r losbart om A = n &r ett heltal, med 16sningen
X = cos(nz), T= e_”zt,
med lampligt val av normaliseringskonstanter. Detta innebér att vi har basldsningarna
un(x,t) = e cos(nx),

forn =0,1,2,3,...; negativa virden pa n ger inga ny 16sningar. Vi skriver foljaktligen



var sokta losning v pa formen

+oo
u(z,t) = Z Cp up(z, ),
n=0

enligt superpositionsprincipen. Fér ¢ = 0 skall vi ha
—+o0
u(z,0) = Z Cp, cos(nx) = sinz, 0<z<m.
n=0
Vi skall alltsa utveckla sinx i en cosinus-serie. Enligt BETA, s. 310, har vi identiteten
_ 2 4
|sinz| = T Z yroRY cos(2nx).

n=1

Detta maste vara cosinus-serien for sin z pa intervallet 0 < x < m. Foljaktligen blir var
16sning

2 4 1 2
t —_ — — —4n~t 2 .
u(z,t) e T;:l e 1¢ cos(2nx)

Lat den komplexa variabeln z = x + iy ge koordinaterna till planet. Los Dirichlets
problem, dvs finn den harmoniska funktion pa enhetsskivan

2P =2+ < 1,

som har randvérden
u(e?) = cos? 6.

Enligt en kalkyl baserad pa variabelseparation och superpositionsprincipen vet vi att
den allménna harmoniska funktionen kan skrivas (uttryckt i poldra koordinater)

—+oo
u(r,0) = % + Z r" (an cos(nf) + by, sin(n@)).
n=1

Nu vet vi att

cos(26) = 2cos?6 — 1,
vilket vi skriver som L1

cos? f = 3 + 3 cos(26).

Detta motsvarar ag = 1 och ay = %, medan alla andra a,,, b, &ar lika med noll. Vi fa
saledes 16sningen

1 1 1 1
u(r,0) = §+§r2 cos(26) = §+7( 2 —y?).
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