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Kontrollskrivning 1!

1. Lat funktionen f ges av f(z) = e® pa intervallet —m < x < m, och utvidga funktionen
sa den blir 27-periodisk. Berékna (de komplexa) Fourierkoefficienterna till f, och skriv
upp motsvarande Fourierserie. Vad konvergerar Fourierserien mot i punkten x = #?
Detta ger en intressant summationsidentitet, som du ska skriva upp i sa férenklad form
som mojligt.

Fourierkoefficienterna ges av
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och motvarande Fourierserie blir
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Ovanstaende summa skall som vanligt uppfattas som gransvidet av de symmetriska

sumimorna
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Funktionen f(z) dr kontinuerligt deriverbar i varje punkt, utom i sprangpunkter-
na 7, —m, 3w, —3m,.... Dessutom har funktionen vinster- och héger-derivator i dessa
sprangpunkter. Enligt sats vet vi da att Fourierserien konvergerar mot funktionen i all
kontinuitetspunkter, och mot medelvirdet av vérdet till vinster och hoger i sprang-
punkter. Detta medelvéirde blir for x =7
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Saledes blir, med istoppning av x = 7 i Fourierserien,
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Lat &€ beteckna vektorrummet av funktioner pa intervallet [—, 7| som uppspénns av
funktionerna cos z, sinx, och sin 3z. Finn minimum av
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dér g ligger i £. Finn dven den funktion g som ger minimum. (5)

Funktionerna cos , sin z, och sin 3z #r ortogonala mot varandra i rummet L?([—, 7).
Vi berdknar forst Fourier-koefficienterna aq, by, och bs for funktionen f(z) =1+ a:
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och om vi nyttjar partiell integration erhalls dven
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Vi véljer nu som minimerande g funktionen
. . . 2 .
go(x) = ay cosx + by sinx + b3 sin(3z) = 2 sinx + 3 sin(3x).

Detta dr projektionen av funktionen f(x) = 1+ x pa det tre-dimensionella delrum av
L?([~7,7]) som & utgor, och enligt Linjiar Algebra det ritta minimerande elementet.

Enligt Pythagoras’ sats géller
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Vianster led ar ldtt att evaluera:
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och likasa den hograste delen av hoger led:
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Svaret blir saledes
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Lat £ beteckna vektorrummet av polynom av grad < 2. Berdkna minimum av
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dér p ligger i £. Finn dven det polynom p som ger minimum.

Vi observerar forst att
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s& om vi kallar ¢(t) = p(wt) sa letar vi efter det andragrads-polynom som &r néirmast
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e™ i rummet L2([—1,1]). Hir bér vi ha gliddje av Legendre-polynomen
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Vi ortonormaliserar:

Po(t) = % Py(t) = \/gu Py(t) = @(3# —1).

Det aterstar att berikna de inre produkterna:
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och de resterande tva dr mer komplicerade, i och med att man bor tillgripa partiell
integration:
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Det minimerande polynomet ¢ = gg erhalls ur

qo(t) = <€m7ﬁo> Po(t) + (e P1> Py(t) + (e™ ﬁ2> Py(t),

och det minimerande polynomet p = pg till det ursprungliga problemet fas ur

po(x) = qo(x/).

Berikningen av minimum utfors analogt med uppgift 2 med hjilp av Pythagoras’ sats.



