KTHs Sommarmatematik 2002 2.1 Introduktion
|Exempel | Ovningar | Lésningar 1 | Lésningar 2 [Oversikt |

Introduktion

Avsnitt 2 handlar om den enklaste typen av algebraiska uttryck, polynomen. Eftersom
polynom i princip kan faktoriserasi forsta- och/eller andragradspolynom ar det naturligt att
starta med en grundlig undersokning av andragradspolynomen. Kvadratkomplettering ar en
viktig metod for att studera sadana polynom.

Ex: x2 +2ax + 3b = (x+a)2-a2 + 3D, .

En kvadratkomplettering ger information om polynomets nollstéllen och om var maxvérdet
eller minvérdet ligger. Man far ocksaindirekt formeln for 16sningarnatill en
andragradsekvation ur kvadratkompletteringen, som kan vara bra att kommaihag:

r=—%+ \ff% — | ger rétternatill ekvationen X2+ px+q=0.

Utdver detta genomgas polynomdivision, som finnsi ett antal olika metoder. Har visas en
variant av 'liggande stolen' samt en direktversion for inte allt for omfattande divisioner.

En typisk tillamning av polynomdivision & daman har en tredjegradsekvation P(x) = 0 och
finner genom inséttning att x=2 & en av rotterna.

Man vet da att (x-2) & en faktor i P(X), dvs P(X)=(x-2)Q(X), dar Q(x) maste vara ett
andragradspolynom. Genom divisionen kan nu Q(x) raknas ut som P(X)/(x-2).

Slutligen |8ser man andragradsekvationen Q(x) = 0 och |6sningen &r fullstandig.

M alsattning:

Efter studium av Avsnitt 2 skall du kunna:

. kvadratkomplettera ett andragradspolynom och dra slutsatser angaende
polynomets nollstallen.

. utfora polynomdivision med ndgon metod.

. tillampa polynomdivision for att 16sa hogre ordningens ekvationer da nagon rot
ar kand.



file:///C|/Documents%20and%20Settings/Ulla%20Sundkvist/Mina%20dokument/GUNNAR/sop/AA2/exa2m.html
file:///C|/Documents%20and%20Settings/Ulla%20Sundkvist/Mina%20dokument/GUNNAR/sop/AA2/on2m.html
file:///C|/Documents%20and%20Settings/Ulla%20Sundkvist/Mina%20dokument/GUNNAR/sop/AA2/ons12m.html
file:///C|/Documents%20and%20Settings/Ulla%20Sundkvist/Mina%20dokument/GUNNAR/sop/AA2/ons22m.html
file:///C|/Documents%20and%20Settings/Ulla%20Sundkvist/Mina%20dokument/GUNNAR/sop/AA2/kom2m.html

KTHs Sommarmatematik 2002 2.2 Exempel

Exempel 1
Kvadratkomplettera:
Bryt forst ut koefficienten for x2,
a2 ! héar 3.
3”4+ br -7 = i
i 2 N ‘ x-termen (5/3)x skall nu varaden
d(ﬂ‘f -T (5 / d)T — ?/ 3) = blivande kvadratens dubbla produkt.
3((x 4+ 5/6)* — 25/36 — 7/3) = | Dator bir kvadraten (x + 5162
3((’]‘ - 5/6)2 - 1{}9/36) Slutligen méste man draifrén (5/6)2
och forenkla konstanttermen for att
det hela skall stamma.
Exempel 2
Kvadratkomplettera: Bryt ut x2-koefficienten 4.
9 9 | dentifiera dubbla produkten, 3a/2, och
4x° + barxr + 3a — bilda kvadraten,
4(2* + (3a/2)x + 3a*/4) = (x + 3a4)2,
4((J‘ + 3{1/4)2 —— 9;‘}2/16 -4- 3{52 /.il) = Slutligen dras kvadraten (3a/4)2 ifrén
D 9 och uttrycket snyggastill.
4((3 + Sﬂ/é) + 3”1 /16) Observera forekomsten av parametern
a, som dock inte foréndrar principen.




Exempel 3

Kvadratkomplettera:

pr® + dqz + A

Samma procedur som forut, trots tre
parametrar:

p bryts ut, (4g/p)x & dubbel produkt.

p(ﬂfg -+ (4@/}’})} + A/p) Kvadraten blir (x + 2q/p)2

p((x +2q/p)* — (44°)/p° + A/p). g

I

Konstanttermen snyggas till sa gott det

Exempel 4

Utfor féljande polynomdivision:

i
[ 5]
_|_
—

Ind

Fd
+ +
=2

Hér visas direktdivision av polynom, dér alla berékningar utforsi
anslutning till det givna brakstrecket.

En annan metod som svarar mot 'liggande stolen' for numerisk division
visasi avsnittets SfS-exempel.

Metoden har bygger pa att man i taljaren skapar en multipel av namnaren.
Dar skall téljarens hogstagradsterm inga (hér x3).

Man ser att x3 + 2x behdvs for att skapa en multipel av x2 + 2.
Darfor lagger man till och drar ifran 2xi téjaren.

Efter dessa forberedelser & det bara att skriva ut resultatet.
Notera att (x2 + 2) forkortas bort sd att kvoten x erhdlles.

Man &r fardig da den erhdlinaresten, hér -2x +1, har lagre gradtal an
namnaren.
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KTHs Sommarmatematik 2002

2.3 Ovningar

(@)
(b)
()
(d)

Ovning 1

Kvadratkompl ettera f6ljande andragradsuttryck.

202 + 3 + 2

2% + 3ar + 4

322 + ar + 6b

ar’ + 3bxr + 2¢

Dessa uppgifter |0ses pa samma séitt som exemplen.

Man bryter [ampligen forst ut koefficienten for x2-
termen.




Ovning 2

Utfor foljande polynomdivisioner:
Dessadivisioner kan utféras med valfri metod.

2373 + 6z + 5 | I6sningarna visas dir ektdivision.
2 + 22 + 2

(@)

For |6sningsmetoden liggande stolen hanvisastill
SfS-exemplen

323+ 222+ + 11
x? 4+ 4x 4+ 5

(b)

22° +9x% + 3x + 17

() p——

3 4+ 502 — 20 — 13
Tr—3

(d)

Matematik KTH




KTHs Sommarmatematik 2002 2.4.1 Losningar 1

Ovning 1. Lésningar.

Ovning 1a, l6sning .

2rf4+3r42 =

2(r* 4+ (3/2)x + 1) =

2((xr +3/4P2—9/164 1) = Det & en smaksak om man skall svara
med tvaan utbruten ur parentesen eller

Det gar bravilket som.

Ovning 1b, 16sning .

27 4+ Jar + 4 =

. Observera att [6sningsmetoden & densammatrots
2(x* + (3a/2)x + 2) = forekomsten av parametern a.

2((x 4+ 3a/4)* — 9a* /16 + 2) =

2((x 4+ 3a/4)* + 2 — 9a%/16)
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Ovning 1c, I6sning .
3r*+ar +6b

3x? + (a/3)r + 2b)

3 (r+a/6)* —a®/36 + 2b)

A (r+a/6)*+2b—a®/36)

Pa grund av parametrarna gar det inte att forenkla uttrycket
mer an sa har.

Ovning 1d, 16sning .

ar® + 3br + 2¢

(a = 0 antages)

alz? 4+ (3b/a)z + 2¢c/a)

allx +2)* - £ + %)

ﬂ[[x + %}2 + Eﬂi;gb?}

Observeravillkoret a skilt fran 0, som man
maste infora for att kunnadivideramed a.

Hér har konstanttermen satts pa gemensamt brakstreck,
vilket dock inte & nddvandigt.

Matematik KTH
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KTHs Sommarmatematik 2002 2.4.2 Losningar 2
Ovning 2. Lésningar.

Ovning 2a, l6sning .

2r° +6xr +5
4+ 2r +2

27 + 4 4 4r — 47— 446245
2+ 2142

= | Observeraatt divisionen hér sker i tva steg:

Forst bildar man 2x3 + 4x2 + 4x i taljaren for

2x(z? 4+ 2r +2)— 4224+ 2
2r(z* 4+ 27 +2) — 4P+ 21 +5 — | att kunnadivideraut 2x.

r*+2r +12
— 472 —8r—-848x+84+2x4+5
?I-I— =
4+ 2r 4+ 2
Dérefter bildar man -4x2 - 8x -8 for att kunna
) _l_——l[;rg—l—i;r—l—ij—l—l[];r—l—lS dividera ut -4.
2T =
P+ 2r+2

10 13

dr— 14—t




Ovning 2b, I6sning .

I+ 272241411
2 +4r+5

I + 1272 +15r— 12722 —18r 422 + 1+ 11

rP4+4r+5

31{12 + 4r —I—E] — 10> — 14411
r?4+4r+5

—10x% — 40r — 50 +40xr 4+ 50— 147 411
dr +

r?4+dr+5

—10(z* +4r +5) + 26x + 61

3
Tt r?4+4r+5

26r +61

Jr—10
* +.1'2—|——l;r—|—5

Exakt ssmmatyp av |6sning som i
2a.




Ovning 2c, I6sning .

2 + 043417

r+7
I + 1477 — 1472 4+ 92 + 32 + 17
r+7
., —5r*4 13 17
027 4 II-I-+i-|-
, —hr?*—135 35 3 17
022 + I II—:_-,I—'_ I+
38 17
EIE—EI—FIT—'_,I
£ i
. d8r + 266 — 266 4+ 17
2r-— br ne
I i
. 249
2r-— b5r + 38 —

r+7

Hér har inte utbrytnigen av en restterm ur en
parentes redovisats utan detta steg anses
valbekant fran 2a-b.

Eftersom namnaren har & av forsta graden méaste
divisonen drivaslangrei dennadvning ani 2a
och 2b.

Man fortsétter alltsatills resten blir en konstant, i
det har fallet -249.




Ovning 2d, 16sning .

9 4572 — 27 — 13 Exakt sammatyp av 16sning somi 2c.

r—23

P —3r 4+ 3r2 452 — 27 — 13
r— 3

. Br*—2r—13
I'—|— =
r— 3

,  8r—24r+24r—2r—13
I_+ =

r—23

22r — 13

P4+ 8r 4 —m— —
r— 3

22r — 66 + 66— 13
r’+8r + * +3 —
I—

r*4+8r 422 4
r—3

Matematik KTH



K THs Sommarmatematik 2002 2.5 Oversikt

Oversikt 2

Kvadratkomplettering

Det har & en viktig teknik som maste trénas in. Poangen med kvadratkomplettering &r att man
direkt kan se om andragradsfunktionen har ndgra nollstallen samt ocksa var funktionens
maximum eller minimum ligger.

Ex1: Py(X) =x2+2x + 3= (x+1)2 + 2.

Ex2: Py(X) = X2+ 6X + 7 = (x+3)2 - 2.

| den fardiga kvadratkompletteringen finns tva termer, kvadrattermen och konstanttermen.
Foljande information framkommer om P; och P:

P1(x) har inget O-stélle eftersom konstanttermen =2 > 0.

P1(x) har ett minimum som antas for x=-1. (Detta foljer av kvadrattermens utseende.)
Minimivérdet & 2 = konstanttermen.

P,(x) har tva O-stéllen eftersom konstanttermen = -2 < 0.
Po(x) har ett minimum som antas for x=-3. Minimivardet ar -2.
Polynomdivision.
Tvatekniker gas igenom har:
. Direktdivision (selésningarnatill Ovning 2.)

. Liggande stolen (se SfS-exemplet)

Den senar lampar sig for litet storre divisioner.

Bada &r bra att kunna.

Behérskar man polynomdivision kan man |6sa hogre ekvationer bara man kanner till en eller flera
rétter. Om x=a &r enrot till polynomekvationen P(x) = 0, &r (x-a) en faktor i P(x). Genom
division far man P(x) = (x-a)Q(x) och nyarotter kan eventuellt erhdllas fran ekvationen Q(x) =0
som har lagre grad.

Dennatyp av problem forekommer i avsnittets sluttest.
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Grafer

A ¥
y = Py(x) = (x+1)2+2 y = Py(X) = (x+3)2-2
1—¢D"_'——.|_._| T T 0 T

¥ L

y = UPy(X) = U((x+1)2+2) y = UP,(x) = 1/((x+3)2-2)

Har till vanster visas grafernaav de

tva andragradsfunktionerna P;(x)

och P,(x) som férekommer i Ex1 och

Ex2 ovan. Béda har minimum for x = -1 resp. x=-3,
men endast den hdgra har nollstéllen,

eftersom dess minimum &r negativt.

Hér visas de bada andragradsfunktionernai inverterad
form, 1/P;(x) resp. 1/Py(x).

Man ser vilken dramatisk inverkan forekomsten av
nollstéllen har pa de inverterade funktionerna.

Avdelning Matematik
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