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Slutet av kombinatoriska spel

Operationer pa kombinatoriska spel

e Addition: G1 + G5 tolkas som att G och Go spelas bredvid varandra.
e Negation: —G tolkas som G dar L och R har bytt positioner.

e =0: G =0 betyder att 1I vinner
Pastaende G + (—G) = 0.

> 0: G > 0 betyder att L alltid vinner

< 0: G < 0 betyder att R alltid vinner
e G > H: betyder att G+ (—H) >0

e G=H:betyder G+ (—H) =0

e G > H: betyder att G > H eller G=H

Tvapersoners icke-nollsummespel

Notation:

e I har m rena strategier, utdelningen ges av a;;
e II har n rena strategier, utdelningen ges av b;;

e Utdelningen kan sammanfattas i ett matriselement (a;;, b;;)

Exempel: Battle of the Sexes

(4,1) (0,0
(0,0) (1,4)
I & man, II &r kvinna och strategierna ar “ga pa fotboll” och “ga pa opera”.

Det 16nar sig alltsa fér bada om de kan enas om en strategi.

Visar pa 4 avvikelser fran nollsummespel:



1. Det lonar sig att tala om vad man ténker gora.
2. Det lonar sig att forhandla om en gemensam strategi.

3. Om tva par rena strategier (ay,01), (g, 32) dr jaimviktspunkter &r inte
alltid (a1, 82), (a2, 81) en jimviktspunkt.

4. Om 7,7 &r blandade maxminstrategier for I,II &r inte alltid (Z,7) en
jamviktspunkt.

Definition: 7,7 dr bladade strategier
M(z,y) = inaijyj
53
My(z,y) = inbijyj
isJ

Nashjamvikt: Ett par (Z,7) sa att Ml(f,,y) < M;(Z,y) och Mg(f,y/) <
My(z,7) for alla T ,7 .
Sats (Nash 1950): Varje spel har minst en jimviktspunkt.

I BoS finns 3 stucken jamviktspunkter som ges av strategierna

((z1,22), (y1,92)) = ((1,0),(1
((0,1),(0
((%’%)7(%

)
)

o =

Exempel: Fangarnas dilemma

(=5,-5) (0,-10)
< (-10,0) (-1,-1) )

Tva tjuvar kan vilja mellan att erkédnna (strategi 1) och neka (strategi 2). Ut-
delningen kan ses som ett straff eftersom alla utdelningar dr negativa. (—5, —5)
ar den enda jimviktspunkten i spelet ovan trots att bada spelarna skulle vinna
pa att bada vélja strategi 2 istéllet, det vill séiga fa utdelningen (—1,—1) (bada
spelarna vill maximera utdelningen).

Tvapersonersspel med samarbete

(0 09

T och II férhandlar om strategier. Losningarna i rena strategier verkar “orattvisa’”.
Vi sag tidigare att det finns en blandad strategi som &r en jimviktspunkt men
kan de samarbeta kan de vélja en sa kallad korrelerad blandad strategi. Med
korrelerad menas hir att bada spelarna viljer strategi utifran samma stokastiska
variabel. Optimalt &r:

Vi betraktar BOS igen:

1 1
(a1, 1) med py = 3 och (ag,32) med py =1 —p; = 3



Nashs forhandlingsmodell
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u

Figur 1: Kombinationer av strategier

Observera att om (ug,v1), (u2,v2),..., (un, v,) dr punkter som kan fas genom
rena strategier sa kan alla konvexa kombinationer fas via korrelerade blandade
strategier.

Utdelningsrum

u = I:s utdelning

v = II:s utdelning

S dr forhandlingsméngden (de utdelningar som kan fas)

Vi antar att S &r sluten, begrénsad och konvex.
Exempel: BoS igen

Varje spelare har maxminstrategier som ger u* respektive v*. Vi antar att
(u*,v*) € S.

Problem: Vilken punkt i S skall man vilja?

Definition: En social valfunktion (SCF: Social Choice Function) &r en funktion
o(S,u*,v*) = (ug,vo) definierad for alla S, u*, v*.

Nashs 16sning: Vilj (ug,vp) sa att (ug — u*)(vo — v*) dr maximal i S dér
ug > u* och vy > v*.

Sats: Om S #r sluten, begrinsad, konvex finns ett unikt sadant (ug,vg) som
maximerar (ug — u*)(vg — v*) .

Nash argumenterade for att detta dr den “korrekta” losningen och stéllde upp
axiom som ¢ bor uppfylla:
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(1.4)

(4.1)
(0,0)
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Figur 2: Forhandlingsméingden for Battle of the Sexes

1. Paretooptimalitet:
Om (ug,v9) € S och ug > u*, vy > v*,
sa finns ingen annan (uq,v1) € S sa att uy > ug och vy > vy.

2. Invarians under affina transformer
Lat T(u,v) = (1u + f1, 000 + f2) och T'(S) = S
Da maste ¢(S ,u* ,v* ) = (ug,vy)

3. Oberoende av irrelevanta alternativ
Lat P C S och antag att ¢(S,u*,v*) = (ug,vo) € P
Da maste o(P, u*,v*) = (ug,vg)

4. Symmetri
Antag att (u,v) € S < (v,u) € S och u* = v*
Om ¢(S, u*,v*) = (ug, vp) s& maste ug = vg

Sats: Fran axiomen foljer att (S, u*,v*) blir (ug,vo) definierat av att (ug —
u*)(vg — v*) dr maximal.

Man kan tédnka sig andra axiom, till exempel
SCS = p(S,u,v7) < (S, u",0%)

men detta skulle strida mot axiom 3.



