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I'-convergence relaxée et application & des problémes non coercifs
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Résumé : On donne un résultat général de I-convergence relaxée et on Vapplique &
I’homogénéisation (ou au probléme des couches limites) de matériaux stratifiés avec
faible (et forte) conductivité, lorsque les coefficients convergent vers des coefficients
mesures.

Relaxed I'~-convergence and application to noncoercive problems

Abstract : We give an abstract extended I'-convergence result and apply it to the
homogenization (or to the problem of limit layers) of stratified media with low (and
high) conductivity, when the coefficients admit measure limits.

Abridged English Version. We consider minimization problems (P¢) and (P) :
(P*) Inf{J%(v); veV*Y}, (P) Inf{J(v); veV}

where V¢ and V' are nonempty subsets of a topological space W, J® and J are defined

respectively on V¢ and V, with values in IR. We assume that _

(H1) Every sequence {v°}, of elements of V¢ such that Sup J¢(v®) < +co is relatively
&

compact in W,
(H2) If {v°}, is such asequence and if v* — v in W, then v € V and lim inf J*(v%) > J(v),
(H3) There exists a nonempty subset V of V such that

Inf{J(v); veV}=Inf{J(v); v eV},
VeeV, Jv° eV : limsup J5(v°) < J(v).

- We prove
Theorem 1 : Assume (H1) to (H3) and suppose that u® is a sequence of solutions of
(P*) such that Sup J*(u®) < +oo. Then there exists a subsequence &' and there exists
£

u in V' such that u solves (P) and
u Sy in W, I () — J(u).
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We apply this extended I'-convergence result to prove

Theorem 2 : Let Q = (0,1) x ', @' a bounded regular domain in RV ! (N > 2),
1<p<oo,
WP () = {ve W"(Q); v="00n {0} x Q'},
a; € L*(0,1), essinf af >0 (1 <7 < N),
f* € N0, 1, L7(@) for (1/p) +(1/p') = 1

and let (P¢) be the minimization problem

N
(PF) Inf {J%v) -y ] af(z1)P!

Assume that there exists b; (1 <t < N), Radon measures on [0,1], such that
- the set A of atoms of by is empty or finite and b;(A) =0 fori > 2 ;
b5 =1/af — by, b = (af)P71 — b; (1 > 2) weakly * in M|0,1] the dual of C°[0,1] ;
- every sequence {1/(,1',‘5}‘g (2 > 2) is bounded in L*(0,1);
fo— f in L}(0,1; L¥(Q)),
or ¢, f € LP(0,1; L¥ (Q")) and f¢ — f in weak—L?(0,1; L? (Q')).

Then the sequence of minimization problems (P®) converges to the problem

('P) Inf{J(v Zf e ;" dbi(z1)dz' —p./ﬂfvdm ; v E V}

where V is the set of v in L?(£2) such that there exist 4; in L} ([0,1]; LP(Q)) (1 <i <
N) satisfying (1) and (2) below

ov |?

dx —-p/ fvdz ; ve Wi’p(Q)} .
Q

(1) V(,OEC (Q) (P|{1}><Q' =0 —_ f d$+f¢1¢dbl($1)d$ —0
EO 11x nf

. - 7%
() Viz2, Ve, ppapmon =0 = (v52
[0,1] x €2 i

+ i ) dbi(z1)dz' = 0
and where the convergence of (P¢) to (P) means that the unique solution u® of (P*)
converges to the unique solution w of (P) in L?'(0,1; LP(Q')) (and also in weak*-
L*2(0,1;L7(2')) and uniformly on compact sets in [0,1]\A) and J(u®) converges to
J(w).

Remark: Every v in LP(£) satisfying (1) is piecewise continuous with respect to z; with
jumps in A only so that (2) makes sense.




1. Un résultat théorique de I'-convergence relaxée. On considére les problémes:

(P%) Inf{J(v); ve V*}, (P) Inf{J(v); veV}

ou V¢ et V sont des sous ensembles non vides d'un espace topologique W et ot J¢ et
J sont des fonctionnelles définies sur V¢ et V, & valeurs dans IR ; on suppose W, J¢ et
V¢ liés par 'hypothése
(H1) Toute suite {v*}, d’éléments de V¢ telle que Sup J*(v°) < +co est relativement
€

compacte dans W.
De plus on fait sur V<, V, W, J* et J les deux hypothéses suivantes de “I'-convergence
relaxée” :
(H2) Pour toute suite {v°}, d’éléments de V¢ qui vérifie Sup J*(v®) < 400 et qui con-
verge vers v dans W, on a .
v €V et liminf Jé(v®) = J(v);
(H3) 1l existe un sous-ensemble non vide ¥V de V tel que
Inf{J(v); veV}=Inf{J(v); ve V},
VoeV, d3v° eV limsup J(v*) < J(v).
[
On montre alors le
Théoréme 1 : Sous les hypothéses (H1} a (H3), on suppose que u® est une suite de
solutions de (P?) telle que Sup J%(u®) < 4-00. Alors il existe une sous-suite &'de ¢ et il

existe un élément u de V tels que u est solution de (P) et, lorsque €' tend vers zéro

u® — u dans W, et JE’(UE') — J(u).
Le Théoréme 1 se démontre comme le théoréme classique de la I'-convergence (cf.
par exemple [1]), lequel correspond 4 Ve =V = W = V.

Remarque : Si (7) a une solution unique, les convergences énoncées ont lieu pour toute
la suite e. '

2. Application en perturbation singulitre ou en homogénéisation non co-
ercive. Nous montrons que le Théoréme 1 s’applique au comportement limite (ho-
mogénéisation ou perturbation singuliére) de matériaux stratifiés dont les coefficients
de conductivité convergent vers des mesures.

Plus précisément, soit = (0,1)x’, @’ domaine borné régulierde R¥~! (N > 2) :
§) représente un milieu stratifié dans la direction z;, dont les hétérogénéités (localisées
ou distribuées) sont mesurées par un parameétre € qui prend une suite de valeurs tendant
vers zéro. Soient af (1 < ¢ < N) des fonctions qui vérifient

(1) ai € L*(0,1), inf ess af > 0.
Pour 1 < p < +o0, on pose

W;P(Q) = {ve W' (Q); v=0sur {0} x '},
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P
dr,

B WIP(Q) R, F¥(v) = }jj [
puis, f* étant donnée dans L(0,1; L7 (Q')) ((1/p) + (1/p') = 1), on définit
J5 s WIHQ) S R, Ji(v) = F5(v) — p /ﬂ feuds.
On considére alors le probléme de minimisation
(P*) Inf {Js(v) L ve Wi”’(ﬂ)}
qui, de fagon classique, a une solution unique u®.

Lorsque € tend vers zéro, on suppose que

il existe des mesures &; (1 <i < N) dans M[0, 1] dual de C°[0,1] telles que

2
) b = 1/aj — by et b = (a§)P~' — b; (1 > 2) dans M[0,1] faible *,

(3) les suites 1/af (¢ > 2) sont bornées dans L'(0,1),

I'ensemble A des atomes de by est vide ou fini

4
) et b;(A) =0 pour: > 2.

(]

Pour E C [0, 1] on note Cg[0, 1] 'espace des fonctions continues par morceaux dont

les discontinuités sont dans E. On définit alors 'espace V des v de C4({0, 1}; ZP(2))
telles qu’il existe ¢; dans L} (Q) (i=1,...,N) vérifiant (5) et (6) ci-dessous

(5) Ve €CHR), oy —0==>/U5;1-d3?+f Yrpdby (z) =

olt L} (§) est une notation abrégée pour L} ([0,1]; L2(Q")), dbi(x) = dbi(z1)dz’, fQ dbi(z)
des1gne f[u 1xgr ..dbi(z1)da'. Dans cette deﬁmtlon ¥; est nécessairement unique. De
plus V est un espace de Banach pour la norme définie par

N
ol = ||¢i||’£§‘(n) :
i=z]




Par application du Théoréme 1, nous montrons le

Théoréme 2. On suppose que les coeflicients af vérifient (1) a (4) et que
f© — f dans L}(0,1; L' (Q)) fort

7 ' t
) ou f¢, f € LP(0,1; L (Q')) et f* — f dans LP(0,1; L7 (') faible.

Alors la suite de problémes de minimisation (P¢) converge vers le probléme de minimi-

sation
N
“(P) 1nf{J<v>=_Z [t db@y=p [ sods vev}

(ot V est défini ci-dessus) c’est-a-dire que la suite u® des solutions uniques de (P¢) con-
verge vers la solution uniquew de (P) dans L¥'(0,1; LP(Q)) (et aussi dans L>(0, 1; LP(Q2"))
faible-* et uniformément sur les compacts de A° = [0,1\A) et que J*(u*) tend vers
J(u).
O
Dans ce contexte des matériaux stratifiés, I’homogénéisation de problémes linéaires
ou quasilinéaires dont les coeflicients ne convergent pas nécessairement dans L! faible,
mais convergent dans M|[0,1] faible *, a déja été abordée dans [3], [5], [6] lorsque les
coefficients limites sont “réguliers” de sorte que le probléme limite (P) est posé sur le
méme espace que les (P°). Au contraire ce n’est pas le cas ici et de nouvelles conditions
au bord peuvent apparaitre a la limite. Les premiers exemples de cette sorte sont dus
a E. Sanchez-Palencia [8]. Une théorie abstraite trés générale a été développée par U.

Mosco [7]. On trouve aussi dans [2] un cas singulier ol les coeficients ne sont pas bornés
dans L1,

3. La démonstration du résultat de perturbation singuliére et d’homogénéisation.
Nous appliquons le Théoréme 1. On pose V¢ = Wi’p(ﬂ), W = L7 (0,1; LP(2")), V est
défini ci-dessus et V est donné par

V= {veCa((0,1;CH(Q)) 5 3¢ € Cae([0,1;,C1(R))

v(zy,2’) = w(t,x')dbl(t)} .

[0,z1]

(8)

La vérification des hypothéses (H1) et (H2) fait 'objet du

Lemme 1 : Soit {v°}, une suite d’éléments de W}'?(Q) tels que Sup J*(v°) < 4.

Alors

(i) {v}, est relativement compacte dans L*'(0,1; LP(Q')) (et dans C%([a, 8]; L?(Q')), si
ANle,f] = w))

(ii) toute limite v dans L?'(0,1; LP(R")) d’une sous-suite {v""} , de {v°}, appartient &

V et lim inf T (v¢) > J(v).




La vérification de (H3) est divisée en

Lemme 2 : V est dense dans V,

Lemme 3 : Vv eV, 3v° € W P(Q), lim sup J(v¢) < J(v).

La preuve du Lemme 3 se fait comme dans [3], {5], [6] en posant (voir (8))

v (z1,e') = ] p(t, 2 (1)t

et en utilisant la convergence uniforme des v¢ (resp. g—‘;—:, ¢ > 2) sur tout [a, 8] x ' dés
que [a,3]NA=0.

La preuve du Lemme 2 utilise 'espace intermédiaire

W = {veCa([0,1[;CH(Q)) ; 3¢ € L} ([0,15,CH()) -
v(zy,z2') = ,x')db, .
(21,0") ][Um[zb(t ) (t)}

On remarque que tout élément de V' admet une écriture de ce type avec 1; & la place de
. On montre par convolution en 2’ que W est dense dans V. Puis on montre que V est
dense dans W pour la norme de V, en utilisant le procédé de moyennisation introduit
dans [2] et développé dans [5]. Pour cela, & v(z1,2') = f{o,xl[ej)(t,x')dbl (t) avec v dans
L} ([0,1};C*(£)), on associe une suite Y™ de fonctions en escalier par rapport 3 z;,
constantes sur des intervalles IT* (k = 1,...,m) de longueurs plus petites que 2/m :

™ (I7 5" =[5 (I ! /;m P(t,2")dbi(t) sibi(I*) > 0, O sinon.

On montre alors que ™ — 1) faiblement dans Lgl(ﬂ). Grace au lemme de Mazur, quitte
a remplacer %™ par une combinaison convexe des ¥™, n > m, on peut supposer que
1™ — o fortement dans Lfl(Q). La preuve de la convergence de %’;: vers —% (1 > 2)
dans Lj () utilise le fait que (4) entraine max b (I7)bi(I*) — 0 quand m — oo.

Pour le Lemme 1, la preuve de (i) se fait comme dans [5] : estimations a priori et
utilisation du théoréme de J. Simon [9]. Celle de (ii) est tout & fait nouvelle et repose
sur le lemme suivant (reprenant les notations qui précédent le Théoreme 2).

Lemme 4 : Soient u° et yu des mesures positives sur [0,1] telles que u® — u dans
M][0,1] faible * ; soient g° des fonctions de L%, () telles que Sup||g®]» (@) < too.
£ e

Alors, quitte a extraire une sous-suite, il existe g dans L5 (Q2) telle que
g°p® — gu faiblement % dans M([0,1]; L?(R")) dual de C°([0,1]; L”’(Q'))
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et telle que

llgllzz (o) < liminf |lg]iz> (qy -

Pour montrer le Lemme 1, (ii), on applique le Lemme 4 avec successivement

ove
6.‘131 ’

- (= 2).

£

.” :bij H:bl, gszai

v

=05 = b i
U ir M i § oz,
- Enfin la preuve du Lemme-4 utilise un procédé de moyennisation du style de celui
décrit plus haut. Les preuves détaillées seront publiées dans [4] ol l'on considérera

I4 . . rd " ./ A - Id - .
également les problémes linéaires associés & des matrices non (nécessairement) diago-
nales.
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