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(EOMETRISK ALGEBRA

Introduktion

Geometrisk algebra, aven kand som Cliffordalgebra, ar en ge-
neralisering av konventionell vektoralgebra, motiverad av en
onskan att konstruera en associativ produkt xy mellan vekto-
rer X och y. Om en sadan produkt relateras till den vanliga
skalarprodukten x -y genom att tvingas uppiylla den definie-
rande ekvationen

xx =x+Xx  for alla vektorer x (1)

erhalls den geometriska produkten, som visar sig vara mycket

val lampad for att beskriva geometri.
[ R" = Span{ey,...,e,} kan (1) skrivas om till
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Exempelvis blir es(2e; + 3ey) = 3 — 2e1ey, vilket inte gar att
forenkla ytterligare. Elementet e;e; har en geometrisk tolkning
som planet som spanns upp av e; och es.

I det tredimensionella rummet R? = Span{e, es, e3} blir den
geometriska algebran attadimensionell;

Q(Rg) = Span{l, €1, €9, €3, €169, €1€3, €9€3, elegeg}. (3)

Det finns alltsa en skalar, tre vektorer, tre bivektorer och en tri-
vektor: skalaren representerar origo, vektorerna representerar
linjer, bivektorerna representerar plan och trivektorn represen-
terar hela rummet.

Ett flertal nya operationer kan definieras i termer av den geo-
metriska produkten, daribland den yttre produkten AAB, som
algebraiskt beskriver linjart beroende, och en generaliserad in-
re produkt A L B. Det ortogonala komplementet till ett lin-
jart delrum kan beraknas via dualen A€, och meet-produkten
A v B beskriver skarningen mellan tva linjara delrum.
Rotationer och reflektioner kan uttryckas utan att lamna den
geometriska algebran (konventionell vektoralgebra kréver har
matriser):

refly(x) = —nxn™ (4)
Po Po
rotp g(X) = exp(—7) X exp(7) (5)
dar P ar rotationsplanet och 6 ar rotationsvinkeln.
Av dessa skal och manga andra framstar geometrisk algebra
som ett overlagset system for vektoralgebra och ett universellt
sprak tor geometri som fortjanar att anammas i langt bredare
kretsar.

Disposition

® Detaljerad introduktion till geometrisk algebra pa
student-niva

® Oversikt av konform geometrisk algebra

® Tillampning pa gemensamma kurvor i
kryo-elektronmikroskopi

Konform geometrisk algebra

Konform geometrisk algebra (CGA) ar ett verktyg for att
kringga begransningarna hos linjar algebra, specifikt geomet-
risk algebra, vid beskrivning av geometri. Bara en liten andel
av sedvanliga transformationer och geometriska objekt ar linja-
ra transformationer respektive linjara delrum. I CGA inbaddas
R3 1 det femdimensionella rummet R*!, vilket konstrueras ge-
nom att utoka R med tva nya basvektorer e, och e_ sidana
att €2 =1 och e? = -1 (R*! 4r med andra ord ett Minkowski-
rum, i likhet med rumtiden i speciell relativitetsteori). Linjéira
delrum 1 R*! representerar da foljande objekt 1 R3:

« Punkter
« Linjer

= Plan

« Punktpar (nolldimensionella sfarer)
Cirklar

= Starer

Eftersom dessa delrum ar linjara uttrycks de naturligt med geo-
metrisk algebra. Pa sa satt kan skarningen mellan tva objekt
av ovanstaende typer beraknas algebraiskt.

Den konforma inbaddningen G: R?® — R*! har sina rotter I
stereografisk projektion (Figur 1).

En stor grupp av transformationer i R3, de konforma avbild-
ningarna (lokalt vinkelbevarande; jfr. komplex analys) blir re-
flektioner eller rotationer 1 R*! och kan darmed skrivas pa
formen

)

X > VXV (6)

Dessa transformationer ér (i R?)

- Reflektioner x — —nxn!

. PO PO
» Rotationer x exp(—T) X exp( )
= Translationer x — X + a
= Dilationer x — sx

= Inversion x — x/x? (spegling i enhetssfiren)

och sammansattningar av dessa.

Figur 1: Stereografisk projektion fran enhetscirkeln till den reella tallinjen,

alternativt inversion i den streckade cirkeln.

(EMENSAMMA KURVOR

Kryo-elektronmikroskopi

Kryo-elektronmikroskopi ar en avbildningsteknik i vilken mo-
lekyler av intresse loses i vatten och sedan hastigt fryses sa
att de innesluts i en omgivning av amort is. Proven kan sedan
studeras med elektronmikroskop. Ett avgorande drag hos den-
na metod ar att molekylernas rumsliga orientering ar okand.
Med hjalp av manga bilder av identiska molekyler fran okanda
vinklar vill man saledes bestamma molekylens tredimensionel-
la struktur.

Gemensamma kurvor

Givna ar n elektronmikroskopbilder. Enligt en sats (en gene-
ralisering av “the Fourier slice theorem”) kan Fouriertransfor-
men av en bild relateras till Fouriertransformen av molekylens
elektrostatiska potential. Potentialen blir da kand pa halvs-
farer med toppen i origo och okand orientering. Skarningen
mellan tva av dessa ar en cirkel eller ett cirkelsegment (Fi-
gur 2). Genom att soka efter gemensamma kurvor mellan bil-
derna motsvarande dessa skarningar kan halvsfarerna pusslas
ihop och potentialen darmed uppskattas.

Figur 2: Halvsfarer och deras skarningscirklar.

Omformulering i CGA

Starer och deras skarningskurvor uttrycks utmarkt i konform
ceometrisk algebra. Genom att oversatta problemets alla inga-
ende begrepp till CGA kan problemet skrivas om sa att det i
en viss mening blir linjart. Tyvarr verkar detta vara av ringa
praktiskt varde eftersom sokrymden maste fa okad dimension
genom att originaldata kopieras flera ganger, och trots detta i
sjalva verket inte blir linjar (utan ett sorts kagelsnitt).

Figur 3: Modifierad stereografisk projektion.

Omformulering via stereografisk
projektion

Direkt tillampning av CGA tycktes inte resultera i en praktiskt
tillampbar analysmetod. Med inspiration fran CGA kan emel-
lertid ett antal andra bildtransformationer konstrueras. Tre
metoder upptacktes: stereografisk projektion, inversion och
hyperplanssnitt. Dessa kunde sedan visas vara helt ekvivalenta
(Figur 1 visar sambandet mellan stereografisk projektion och
inversion i tva dimensioner); det récker alltsa att undersoka
stereografisk projektion (Figur 3). Under denna transforma-
tion skickas halvstarerna pa plan och deras skarningscirklar pa
linjer (Figur 4).

Figur 4: Transformerade halvsfarer och deras skarningslinjer.

Konkret skickas de tvadimensionella EM-bilderna genom av-
bildningen
k

k- Vk?2-x2

dar k ar radien hos halvstarerna. Problemet att identifiera de
gemensamma kurvorna (ellipser i originalbilderna) har darmed
reducerats till att finna gemensamma linjer i de transforme-
rade bilderna (Figur 5, jfr. Figur 3). Det dr annu oklart till
vilken grad detta ar av praktisk nytta, eftersom data nara ori-
oo 1 originalbilderna hamnar mycket langt bort fran origo i de
transformerade bilderna.
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Figur 5: En gemensam linje mellan tva bilder, beskriven av parametrarna

(d,0,p).



