Kap 3.1-3.5.
Inversfunktion, arcusfunktioner.

301. (A) Forenkla uttrycken sa langt som mojligt

In8 1
a. m+ln8—ln2+lnz

nln3 1
Oogq 3 logioe + i3 logs e O

302. (A) Los ekvationerna
a. Vex=e¥ b. (e =e

c. e2-x2=gx

303. (A) Los ekvationerna:

a. VIn(x2-1)=vVIn(x+1)+In(x-1)
INnx+2)+In(x+4)=In(2x +5)
Vinx = Inv/x
Inx+6)=In(x+2)+Inx
In (2 -x2) =1In (—x)

® o o T

304. (A) Beréakna gransvardena:

. X—=In+yx+sinx .
a. lim VX b. lim (1 + x8 + x12)e~x
X 00 2X—\/§|n x3 X —00

ol e ) . B In x| dax#0
305. (A) Undersok for vilka x ar funktionen f(x) = EJ dax=0

definierad, respektive kontinuerlig.

306. (A) Bestam i forekommande fall inversfunktionen x = x(y) till funktio-
nen y =y(x) om y ar den funktion som anges nedan. Ifall funktio-
nen saknar invers sa ange detta.

a. Yy=2X+3,—-0<Xx<o b. y=x2, x<0
c. y=x2,x=20 d y=x2 ,6,—c0<x<on
e. yzgz))((,xi—s f. y=v1-x2,-1<x<0



307. (A) Berakna exakt

a arcsin 1
' 2

c arctan %—1 %
' V3

1
€. arcsin 3 + arcsin
g. arccos %an 5 —Ssin

0L
O

1

3
n
3

U
U

U
g

b. arccos (-1)

1 olg
d arcsin = + arccos T2 0

2

f. arctan 01 0

(tan /5 U
h. in % in V3

arcsin ; +arcsin -
2 2

Svaren far inte innehalla cyklometriska eller trigonometriska funk-

tioner.

308. (A) Berakna exakt

a. sin %rcsm >
0

C. COS %rccos o

e. tan (arctan 2)

g. cot (arccot \/3)

b. arcsin %i %ﬁ E
d. arccos %os E g %
f. arctan %an %ﬂ %
h. arccot %ot [ 27 %

Svaren far inte innehalla cyklometriska eller trigonometriska funk-

tioner.

309. (A) Berakna exakt

a. cos %rcsi

3
c. tan %rccos g

310. (A) Berakna exakt

- 1 070
a. sin %rcsm 3 +arccos 9
b tan %rccos§ + arccot &- 2
' 5 U 12
- 1p
C. sin % arccos 30
4 12 g
d. sin %rctan 3 + arccos > = 13 0

\‘

g

b. sin %rccosg 0



311. (A) Foérenkla sa langt som mgjligt:
a. arctan (1 +/2) + arctan (1 —/2)

b 3 + t 1
. arccos g +arccot 5
C. arctan 2 + arctan 3

.3 1
d. arcsin 5 + arctan 7

1 030
e. 2 arctan 5 + arccos T 50

11 ..0lpg
f. arccos 1, + arcsin T 70

g. arctan 2+ arctan 5 + arctan 8

1 3
h. =+ in —
arccos NG arcsin N

. .1 1
i. arcsin = + arccos =+ arctan 3
V2 V5
Svaren far inte innehalla cyklometriska funktioner.

312. (A) Avgor, utan hjalp av raknedosa eller motsvarande, vilket som ar det

storre av de bada talen arctan % + arcsin % och arccos % )

313. (A) Los ekvationerna:

. T
a. arcsin 2x = >

b. tan % arcsin x E]: 1

c.  cos (2 arcsin x) :% — X2

. LS
d. arccos x + arcsin (2x + 1) = >
. S5 _T
e. arcsin (4 —x) + arccos X "2
. LS
f.  arcsin x + arccos 2x = 6
. T
g. arcsin (x—1)+ 2 arccos x = >

h. arctan 2x2 = arcsin x
i. arccos 3x = arctan 2x
j. arcsin x = 2 arccos x

k. arccos DLDLXGWL 1 E: 2 arcsin EBD*XZ_ 1 E



313.

. X
l. arcsin = = arctan

1
2 \’4_X2

. i Tt
m. arcsin x + arcsin (1 — x2) = 5

2

Nn. arccos x2 + arcsin x =

NI H

0. 2 arctan x — arcsin X = arccos X

314. (B) Los ekvationerna:

315. (B) Visa att funktionen f(x) = arctan (2x + 1) — arctan

316. (B) Visa att arctan g —arctan % = arctan

a. 2 arcsin X — arccos 2x = arccos X

b. arcsin x = arccot 2-X
2X
Cc arcsin = arctan X
) X+1 x—-1
XM
d. arctan x + arctan %l ~4T 2

e. 3 arccos x = arccos 3x

X
X+ 1
i vissa intervall och bestam konstantens varde i de olika intervallen.

ar konstant

bc-ad

ac + bd om abcd > 0.

317.(B) For vilka x galler att arctan 2x > arccot x?

318. (A) Foljande funktioner ar ej definierade for x = 0. Definiera dem for

x =0 sa att de ar kontinuerliga ocksa i den punkten.

a. arctan (In [x|) b. xIn %

319. (B) Visa att ekvationen x + arctan x =1 har exakt en l6sning.

320. (A) Berakna derivatorna till foljande funktioner och forenkla sa langt

som mojligt:
a. arcsin x2 b. arccos~ =
V2
1+X
c. arctan/Xx d. arctan — arctan x

1-x



321. (A) Berakna hoger- och vansterderivatornai x =0 till funktionen
f(x) = arcsin x + arcsin V1 — x2

322. (A) Bestam andraderivatan till funktionen (1 + x2) arctan x.



Ledningar till uppgifterna 301-322.

301.

302.

303.

304.

305.

306.

Anvand logaritmlagarna.

a.
b.

Anvand att In2"=nlIn2
Anvand att logazb=Inb/Ina

Anvéand potenslagarna.

a, b. Vansterleden i de bada ekvationerna &ar identiska:

Vex = ex/2 = (\Je)X

Anvand logaritmlagarna.

a.

In a+ In b =1Inab, observera ocksa att x maste véljas sa att
X+1>0, x—1>0 och x2—-13> 1, detta eftersom funktionen
In t definierad endast d@ t > 0 och funktionen +/t endast da
t=>0.

Jamfor a.

InvVx = 1inx
2

Jamfor a.

IN@2-x)=In(x)H 2-x2=—x x=—-Leller x=2

Provning visar att x = -1 &r en rot till den givna ekvationen,
men att x = 2 inte ar det — argumenten for In-funktionerna ar
da negativa!

Forkorta med x, obs. att Iny/x = % In x och att In x3=3Inx. Se

sats 5, sid 193
Se sats 5, sid 193

Tillampa sats 6 pa sid 79 for att visa att funktionen ar kontinuerlig
da x # 0. Undersok sedan gransvardena lim f(x) och lim f(x). Se

X »0— X -0+

sats 5, sid 193.

a.— f. Jamfor definition 2 pa sid 173.



307.

308.

309.

Se definitionenerna péa sid 202, 205, 306 och exemplen 1, 2, 3, 7, 9
kap 3.5. Anvand relationerna mellan vinklar och sidférhallandena i
trianglarna:

04 /|8

w4 / U3

] / N

1 1 1

I uppgift f: Observera att 1/tan a = cot a = tan (/2 — a).

Se definitionenerna pa sid 202, 205, 306 och exemplen 1, 2, 3, 7, 9
kap 3.5.

Se definitionenerna péa sid 202, 205, 306 och exemplen 1, 2, 3, 7, 9
kap 3.5. Hall reda pa de trigonometriska funktionernas tecken i de
olika kvadranterna. Visa t ex genom att betrakta lampliga trianglar
att for a > 0 galler:

¢ sin ¢ cos ¢ tan ¢ cot ¢
arcsin a a a V1-a?
1_a2 | V1-a2 a
arccos a a Vv1-a? a
1-— a2 a \/1 - a2
arctan a a 1 a
vi+az | Jy1+a2 1
a
arccot a 1 a a
vi+az | Vy1+a2 1
a

Dessa samband galler emellertid ocksa for a < 0, vilket kan inses av
resonemang av féljande slag:
Om a<0 sdar —a=Db>0 och exempelvis

tan (arcsin a) = tan (arcsin (— b)) ={ Teckenreglerna for tan och sin } =
a

WI-b2 V1-aZ'’
dvs sambandet i tabellen ovan géller aven for dessa a—véarden.

= —tan (arcsin b) = { Enligt ovan } =



310.

311.

312.

313.

Anvand additionssatserna for sin, cos resp tan och jamfor ledningen
i foregaende uppgift.

Berakna forst tan (eller nagon annan trigonometrisk funktion) for ut-
trycken. Anvand samma teknik som i den féregaende uppgiften for
att forenkla dessa uttryck Detta ger att den sokta storheten ar en av
oandligt manga, men glest fordelade tal. Bestam sedan med nagon
grov uppskattning av storleken pa termerna i det ursprungliga ut-
trycket vilket av dessa mojliga varden som ar det riktiga.

Losning till a:
L&t a = arctan (1 +v2) och B = arctan (1 —/2). D& ar
tana +tanB  _ (1 +V2)+ (1 -V2) _
= =1.
l1-tana tanp 1-(1+V2)(1-2)
Alltsd ar a + B = 14 + n1, n nagot heltal. Eftersom 1 +12 >0 och
1-v2<0 sdar O0<a <12 och —TW2<p <0.

Av detta foljer att —/2 <o+ <12, dvs —1W2 < /4 + nTi< /2, va-
rav—-3/4 < n < 1/4. Men n ar ett heltal, alltsa n = 0. Detta ger svaret
a+ B =14

tan (a +pB) =

Lat a = arctan % B = arcsin% och y = arccos % . Férenkla, med hjalp

av tekniken i foregaende uppgift, tan(a + B) samt visa att tan(a + )
< tan y. Verifiera sedan att a + 3 och y ar vinklar i forsta kva-
dranten och anvand att tan-funktionen &r strangt vaxande i det in-
tervallet for att dra slutsatsen att o + 3 <y.

a. Anvand definitionen av arcsin-funktionen.

b. Satt 1 arcsin x =t och bestam forst t ur den givna ekvationen.

2
Notera darvid att —1/2 < arcsin x < /2. Bestam sedan x ur ek-
vationen arcsin x = 2t.

c. Anvand att cos 2a =1 - 2 sin2a

d,e. Anvand t ex att 12 — arccos x = arcsin Xx.

f. Skriv t ex forst om ekvationen enligt arccos 2x = 1U/6 — arcsin x.

Tag sedan cos for bada leden och forenkla till en algebraisk ek-
vation — man far: 2x :\/2§ V1I-—x2 + %x. Los denna ekvation och

prova rotterna.

g. Ekvationen kan skrivas 2 arccos x = arccos (X — 1). Tag cos for

bada leden, forenkla, 16s ekvationen och prova rétterna.

h. Tag tan for bada leden, forfar sedan som ovan



313.

314.

315.

b,c.

Tag tan for bada leden, forenkla vanster led.

Tag cos for bada leden. Forenkla och forfar sedan som ovan.
Notera ocksa att cos 2a = 1 — 2 sin2a

Ta sin eller tan for bada leden.

TU/2 — arcsin X = arccos X. Ta sedan sin eller cos for bada leden.
(Ett alternativ: Anvand att arccos x = arcsin y1-x2 om
0<x<1l)

Ekvationen kan skrivas arccos x2 = arccos X

Notera att arcsin x + arccos x = 1/2

Ekvationen kan med hjalp av sambandet arcsin x = 1/2 — arccos X
skrivas arccos 2x = 11— 3 arccos x. Tag sedan cos for bada leden
och anvand att cos 3a = 4 cos3a — 3 cos a. (Kan visas genom att
via additionssatsen for cos anvand pa cos (20 + a)). Prova rot-
terna till den erhallna ekvationen.

Tag t ex sin for bada leden, forenkla, 16s ekvationen och prova
rotterna.

Tatex tan for bada leden, fortsatt sedan somii c.

Ta cos for bada leden. Anvand tex att cos 3a = 4 cos3a — 3 cos a
. Efter forenkling far man ekvationen 2x3 — 3x = 0. Provning
visar att ingen av rotterna duger som lgsningar till den givna
ekvationen.

[Anmarkning: Man kan ocksa utnyttja att arccos x enligt
definitionen ar avtagande och = 0 och att arccos x = 172 da
-1<x<0. Man far:

For x> 0: arccos 3x < [Bx > x[I< arccos x < 3 arccos x

For x< 0: arccos 3x < 1< 3172 < 3 arccos x

(Skissera garna graferna for y = arccos 3x och y = 3 arccos Xx).
Under alla omstandigheter ar alltsa arccos 3x # 3 arccos X]

Anvand additionssatsen for tan och férenkla tan f(x). Man far att
tan f(x) = 1. Verifiera sedan att funktionen ar definierad och kontinu-
erlig i intervallen (—»,—1) och (-1,»). Bestam konstanterna genom in-
sattning av nagot lampligt x-varde i vardera intervallet.

[Anmarkning: Uppgiften kan ocksa l6sas med hjalp av derivering.
Man far efter forenkling f(x) = 0 utom for x = -1, da funktionen ar
odefinierad.]



316.

317.

318.

319.

320.

321.

Lat arctan g =a och arctan % =B . Visa forst att
bc —ad
ac +bd
tecken och att detta har som konsekvens att -2 <a -3 <102.

tan(a-B) = . Verifiera sedan att b och d har samma
a c

Utnyttja att arctan 2x ar en vaxande och att arccot x ar en avta-
gande funktion. Bestam det x for vilket likhet galler mellan funktio-
nerna.

. . LS
a. limln x| =—o och lim arctant=-3
X -0 T->— 2

1
b. xlnﬁ =-2xIn [x|.

Obs att funktionen f(x) = x + arctan x ar strangt vaxande. Notera t
ex att f(0) =0 och att f(1) =1 + 174.

Deriveringsreglerna finns i kap 3.5.

Jamfor exempel 4 pa sid 105.

10



Svar till uppgifterna 301-322.

301. a. 3 b. 8

302. a. ochb. X=0, x=4
c. X=-1,x=2

303. a. Allax=2y2 b. x=-1
c. x=1x=¢t d x=2
e. x=-1
304. a. 1/2 b. O
305. Funktionen &r definierad och kontinuerlig for alla reella x.
_y-3 _
306. a. x=’5°,-w<y<o b. x=—-\y,y=0
c. x=i\y,y=0 d. Funktionen saknar invers.
LS
307. LS b.
LS STl
C —g d F
31
e 0 f E
T LIS
1 21
308. a5 b. 5
1 T
C. _E d. g
21T
e 2 f ?
g V3 h %”

11



309.

310.

311.

312.

313.

314.

2\2
a. 3
Y
' 7
a ;
"3
o M2
' 9
a E
4
C 37]-[
: 4
e.
5m
9 4
i. L

1 . .
arccos ~ ar det storre av talen.

4

a ;
T2
e £V
2
e. Inga lésningar
1
g 0, z
. B
' 6
1
k. >
m. 0,1
o. 1
a ;
T2
c. 0;4
e. Inga lésningar

12



315.

317.

318.

320.

321.

322.

0 w4 dax>-1

f0=H 34 dax<-1

X > 12
s
a -5
a. 2X
1-—x4
N S
L 2% (1 +x)

c. fL0)=0;f (0)=2

2X

142 + 2 arctan X

13



