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6 Modulär aritmetik

Det sj̈atte kapitlet behandlarmodul̈ar aritmetiksomär ett s̈att att r̈akna medrestklasserav heltal
istället för med vanliga heltal. F̈or ett givet heltaln finns precisn olika rester vid division medn
och tal som ger samma rest bildar en restklass. Det finns allstån restklasser modulon.

Rekommenderade uppgifter

lättare svårare
6.1 3
6.2 3 4
6.3 4,5
5.6 1,4,5,7

Dessutom rekommenderas uppgifter frånKryptografi och primalitet.

6.1 Kongruenser

Heltal som ger samma rest vid division medn kallaskongruenta modulon och vi skrivera ≡ b
(mod n) oma är kongruent medb modulon. Alla heltal som ger samma rest vid division medn
bildar enrestklassmodulon.

Pöangen med det ḧar avsnitteẗar att Sats 6.1 visar att vi kan räkna med restklasser precis som
med vanliga heltal. N̈ar vi skall l̈agga ihop eller multiplicera restklasser tar vi bara ett tal ur varje,
lägger ihop eller multiplicerar dessa representanter och tar den restklass som resultatet ligger i.

Exemplet visar att vi kan ta reda på resten av ett heltal vid division med9 genom att ta
siffersumman i den decimala framställningen. Om siffersumman fortfarandeär sẗorre än10 tar
vi siffersumman av siffersumman, och så vidare. Til slut f̊ar vi ett tal somär mindreän10 och
detär resten av det ursprungliga talet vid division med9.

Samma princip g̈aller vid division medb− 1 om talenär skrivna i basenb.
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Översättningar

congruencekongruens
modulo modulo

6.2 Zn och dess aritmetik

Här bildasZn - heltalen modulon - som m̈angden av restklasser modulon. Enligt det som
bevisades i f̈oreg̊aende avsnitt kan vi nu införa addition och multiplikation p̊a Zn och Sats 6.2
visar att de sex f̈orsta axiomen f̈or heltalen ocks̊a g̈aller för heltalen modulon. Däremot kan man
kontrollera att de resterande axiomen för heltalen inte l̈angre g̊ar igenom f̈or Zn i allmänhet.

Översättningar

integers modulo nheltalen modulo n

6.3 Inverterbara element iZm

Ett elementa i Zn är inverterbartom det har enmultiplikativ invers, dvs ett elementb så att
ab = 1. Bland heltalen finns det bara två inverterbara element,1 och−1, men bland heltalen
modulon visar det sig att det finnsφ(n) inverterbara element, nämligen alla restklasser av tal
som saknar gemensamma delare medn. Om n är ett primtal finns det bara en restklass som
inneh̊aller tal som har gemensamma delare medn, nämligen klassen som innehåller0. Därför är
alla element utom nollan inverterbar iZp, för primtalp. Dettaär vad som s̈ags i sats 6.3.1.

Sats 6.3.2̈arEulers satssom s̈ager attaφ(n) ≡ 1 (mod n) oma ochn är relativt prima.
Med hj̈alp av Eulers sats kan man lätt bevisa Fermats lilla sats, att omp är ett primtal s̊a g̈aller

attap−1 ≡ 1 (mod p) omp inte delara. Det följer ocks̊a attap ≡ a (mod p) för allaa.

Översättningar

invertible inverterbar
inverse invers
Euler’s Theorem Eulers sats
Fermat’s TheoremFermats lilla sats
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