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5 Partitioner, klassifikation och fordelning

Det femte kapitlet behandlar partitioner aangder och heltal, ekvivalensrelationérdelningar
och multinomialtal, klassifikation av permutationer och begreppen uddaouhg permutatio-
ner.

Rekommenderade uppgifter

lattare| svarare
51 1 2
52 1
53 1,3
5.4 1 2
55 2 3
5.6 1,4
57|14,5,6

5.1 Partitioner av en mangd

En partition av en nangdar en uppdelning av &mgden i disjunkta delémgderdelar. En sak
somar viktig att p@ngtera att uppdelningen irde ordnad, trots att det kan se atislefinitionen.
OmX = {1,2,3,4,5} ar X; = {1,3,5}, X» = {2,4} samma partition sonk; = {2,4},
X, = {1,3,5}. Detar ocks viktigt att notera att delarna i en partitianicke-tommalelmangder.

Stirlingtalens,, ., som ger antalet partioner av erangd med: element ik delar. Observera
att Biggs anénder notationey(n, k) istallet for .S,, .

Sats 5.1 ger en rekursioarfStirlingtalen som aminner mycket om rekursionearfbinomi-
altalen.

Sn,k = Snfl,kfl + kSnfl,k-

Denna rekursion @ att vi kan shlla upp Stirlingtalen i en tabell liknande Pascals triangel f
binomialtalen.



Oversittningar

family familj

partition partition,uppdelning
index setindexnangd

part del

Stirling number Stirlingtal

5.2 Klassifikation och ekvivalensrelationer

Ekvivalensrelationehar mycket gemensamt med partitioneir Farje partiotion kan vi definiera
en ekvivalensrelation och @&tom. Vi kan &inka oss att en ekvivalensrelatianett étt att i en
mangd klumpa ihop element son& pagot stt hor ihop. Ett exempebr rar vi klassificerar
djurarter i olika grupper, som exempelvisakajur, caggdijur, och & vidare. Ur vissa aspektar
djur som tillndr samma grupp att betrakta som lika, men det betyder inte it lilea.

De tre egenskapermaflexivitet symmetrochtransitivitetdefinierar begreppet ekvivalensre-
lation. Den brsta och den sistaag vi tidigare r@r det var tal om heltalens ordning, mem lthde
vi anti-symmetristallet for symmetri.

Sats 5.2 &ger just att deéir samma sak att ge en ekvivalensrelatidnep nangd som att
ge en partiton av sammaamngd. Delarna i den partition maarfav en ekvivalensrelation kallas
ekvivalensklasser

Oversittningar

equivalence relationekvivalensrelation
classificationklassifikation

reflexive reflexiv

symmetric symmetrisk

transitive transitiv

equivalence clasgkvivalensklass

5.3 Fordelningar och multinomialtal

Istallet for att se @ en oordnad partition av enangd kan vi Rlla reda @ ordningen mellan
delarna. Vi &ir dd ragot som kallas efordelning Det i stort sett samma sak som att ge surjektiv
funktion till mangden{1,2, ..., k} om partitionen begét avk delar.

Sats 5.3.1 &ger att antalet surjektionerafn {1,2,... n} till {1,2,... k} ges avk!S, ;.
Detta beror just @ att det enda som skiljer en partition medielar féan en drdelning, eller
surjektiv funktion,ar just ordningen mellan delarna, och det fikhsnojliga ordningar.

Multinomialtal raknar antalet &t att hggan numrerade bollar k numreradeddor & att
det kommern; bollar i ladai. Forutsattningenar attn, + ny + ... + ni = n och vi skriver
multinomialtalet som

n
<n1,n2, . ,nk>'



Speciellt ser vi att&k = 2 ar detta samma sak som ett binomialtal

@ - (k,nn— k)

Observera att detta visar att binomialtalet kan uppkoménetpannatatt an tidigare som antalet
satt att hgga bollar i &dor. Denna gng handlar det om athdjgan bollar i tva lador s att det
kommerk bollar i den brsta.

Sats 5.3.2&ger hur vi kand@kna ut multinomialtalen som kvoter av fakulteter.

n n!
N1, Na, ..., N nylnag! - - - nyg!

Exemplet med ordet ABRACADABRA visar hur multinomialtalen kanamnsas ér att iakna
antalet olika ord som kan bildas med givna békst.

Sats 5.3.3r multinomialsatsesom talar om vaiir det kallasmultinomiatal. Detar en ge-
neralisering av binomialsatsen och déger att multinomialtalear de koefficienter som upp-
kommer rar man utvecklar uttrycket, + xo + ... 4+ zx)".

Oversattningar

distribution fordelning, distribution
multinomial number multinomialtal

5.4 Partitioner av positiva heltal

Partitioner av heltahr det som maréh fran en partition av en &ngd om man bara kommerdib
antalet element i delamgderna. Delarna i en partition av ett helalprecis som i fallet med
partitioner av nangder oordnade. Detta begrepp kommer tillzam@ning bland annatm vi skall
klassificera permutationer asta avsnitt.

Standardnotationefdr en partitionn = ny + ny + ... + ny @r[1%12923% .. k%] dar a; ar
antalet delar av storlek

5.5 Klassifikation av permutationer

Huvudresultatet, Sats 5.5, i avsnitiatatt tvd permutationear konjugeradeom och endast om
de ar av sammayp. Att tvd permutationery och o, ar konjugerade betyder att det finns en
permutationr sadan attrm7—! = ¢. Detar forstis s\art att bilda sig en uppfattning om vad detta
egentligen betyder bara av att titta pttrycken. Meninge@r attw och o egentligenar samma
permutation, men attagon, i det &r falletr, har permuterat elementei,2,... n}.

Typen av en permutation ges av den permutation av heliadeim man &r rar man ser @
cyklernas olika&ngd. Permutationefi2)(34)(567) har allts typ [223], eftersom det finns &
cykler av Bngs2 och en avéngds.



Oversittningar

type typ
conjugatekonjugerade

5.6 Udda och amna permutationer

Har definieras begreppenidaoch jamnapermutationer. Der ganska kKingligt att # till de-
finitionen s att marar saker [ att det verkligen fungerar, dvs att en permutation inte kan vara
bade udda ochgmn samtidigt.

Det vanligaste &ttetar att som Biggs @r saga att en permutaticir udda om den kan skrivas
som sammarétningen av ett udda antal&weykler -transpositioner Problemetar forstas att
det inte allsar uppenbart att denadinte kan skrivas som en sammattsing av ettamnt antal
transpositioner.

Biggs anénder uppdelningen av permutationerna i cykéerdtt visa att det alltid i@ste vara
ett udda antal transpositioner om @detett udda antal transpotitioneragot fall.

Ett annat att att definiera udda oclinna permutationéir genom antalet inversioner i per-
mutationen, dvs antalet pét, j) sa atti < j ochr(i) > 7(j). Man kan d visa att en produkt av
ett udda antal transpositioner har ett udda antal inversioner.

Exemplet visar att vi i ett femtonspel kan d@vrg ifall en viss silining ar onbjlig att uppra
genom att betrakta udda ocmpna permutationer.

Oversittningar

evenjamn
odd udda
transposition transposition
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