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3 Principer f ör enumeration

Det tredje kapitlet handlar om olika principer som används f̈or att r̈akna antalet element i olika
mängder.

Rekommenderade uppgifter

kapitel l̈attare sv̊arare
3.1 1 2,4
3.2 1,5
3.3 1 3
3.4 1
3.5 1 4
3.6 1,2 5
3.7 9 17,18

3.1 Att r äkna par

Den första principen,additionsprincipen, är det kanske uppenbara att antalet element i en union
är summan av antalet element i de ingående m̈angderna om det inte finns några gemensamma
element. Vi skriver det som

|A ∪B| = |A|+ |B| omA ∩B = ∅.

Lite senare kommer vi att se en lite mer raffinerad variant|A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B| —
sållprincipen.

Här formuleras n̊agot som kallas dengeneraliserade duvslagsprincipen, som s̈ager att om
fler ännr element f̈ordelas in fack kommer det att finnas minstr + 1 element i n̊agot fack.

Exempletär ett klassiskt exempel från Ramseyteori;bland sex personer finns antingen tre
personer som alla k̈anner varandra eller tre personer där ingen k̈anner n̊agon av de andra.
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Översättningar

disjoint disjunkt, utan sk̈arning
mutual inbördes

3.2 Att r äkna par

Metodenatt räkna parkan ses som att i en rektangulär tabell med kryss summera antalet kryss
antingen f̈orst rad f̈or rad, eller f̈orst kolonn f̈or kolonn. Resultatet m̊aste i b̊ada fall bli detsamma,
och denna observation kan användas f̈orvånansv̈art ofta.

Översättningar

product setproduktm̈angd
mutual inbördes

3.3 Eulers funktion

Eulers funktion, eller Eulersφ-funktion, introduceras ḧar. Detär en funktion som kommer till
anv̈andning senare när det handlar ommodulor̈akning. Här anv̈ands den bara för att ge ett bra
exempel p̊a hur principenatt räkna parkan anv̈andas. Sats 3.3̈ar intressant men kommer inte att
komma till anv̈andning i den ḧar kursen.

3.4 Funktioner, ord och urval

Det ḧar handlar om att läggam bollar in lådor. Vi har fyra olika problem, som allaär ekvivalenta,
dvs alla har samma lösning.

1. Antalet s̈att att l̈aggam bollar i n lådor.

2. Antalet funktioner fr̊an [m] till [n].

3. Antalet ord l̈angdm med ett alfabet medn boksẗaver.

4. Antalet ordnade urval med̊aterl̈aggning avm element fr̊an en m̈angd medn element.

Sats 3.4 s̈ager att svaret p̊a samtliga dessa frågorärnm.

Översättningar

m-tuple m-tupel
word ord
letter bokstav
alphabetalfabet
ordered selection with repetitionordnat urval med̊aterläggning
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3.5 Injektioner som ordnade urval utan återläggning

I stället för att ha urval med̊aterl̈aggning kan vi ha urval utan̊ater̈aggning. Vi f̊ar d̊a följande
ekvivalenta problem:

1. Antalet s̈att att l̈aggam bollar i n lådor s̊a att det kommer ḧogst boll en i varje l̊ada.

2. Antalet injektiva funktioner fr̊an [m] till [n].

3. Antalet ord av l̈angdm med ett alfabet av längdn utan upprepade bokstäver.

4. Antalet ordnade urval utan̊aterl̈aggning avm element ur en m̈angd medn element.

Sats 3.5 s̈ager att svaret p̊a dessa fr̊agorärn(n− 1) · · · (n−m+ 1).
I uppgift 3.5.4 inf̈ors notationen(n)m = n(n − 1) · · · (n − m + 1). Det kan noteras att en

vanligare notation̈ar [n]m.

Översättningar

ordered selection without repetitionordnat urval utanåterläggning

3.6 Permutationer

Begreppetpermutationär centralt inom kombinatorik och förkommer i n̈astan alla delar av ma-
tematiken. M̊anga ẗanker sig en permutation som en omordning av en viss ordnad mängd. Ḧar
ges en mer matematisk definition som kommer göra det m̈ojligt att räkna med permutationer.
En permutation definieras som en bijektiv funktion och det blir därmed m̈ojligt att sammans̈atta
permutationer, eller multiplicera permutationer, som det också kan kallas.

Det är viktigt att kunna omvandla permutationer mellan de olika notationerna, enradnotation,
tvåradsnotation och cykelnotation. Biggs använder egentligen bara tvåradsnotation och cykelno-
tation och har dessutom vertikala pilar i tvåradsnotationen.

enradnotation tvåradsnotation cykelnotation

235614

(
1 2 3 4 5 6
2 3 5 6 1 4

)
(1235)(46)

Sats 3.6 visar att sammansättningen av permutationer iSn uppfyller n̊agra naturliga r̈aknelagar.
Dessa r̈aknelagar kommer senare visa sig vara axiomen för engrupp.

Det är värt att notera att en naturlig räknelag som intëar uppfylld för permutationer̈ar kom-
mutativa lagen. Det är i allmänhet inte sant attστ = τσ omσ ochτ är permutationer.

Översättningar

rearrangementomordning
cycle notationcykelnotation
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