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10 Bipartita grafer och matchningsproblem

Det tionde kapitlet behandlar bipartita grafer, och speciellt Eagtiingar och matchningar i
sadana. Bipartita grafer definierades tidigare som de grafer somdtafargas med t& farger. |
det har kapitlet kommer de bipartita graferna med en givemfargning, eller snarare en given
fargpartition av brnmangden, amligenV = X NY.

lattare| svarare
10.1 1,2
10.2 1 3
10.3 1 3
10.4 1
10.7 16 17

10.1 Relationer och bipartita grafer

Har definieras vad som menas medeaationmellan tvd mangderX ochY'. | abstrakt meningr
det en delrangd av produkt@ngdenX x Y, och funktionsbgreppéir ett specialfall av begreppet
relation, ramligen rar det tr varje element i X finns precis ett elementi Y som sér i relation
medz.

Det blir naturligt att en bipartit graf kan ses som en relation meNaochY’, samtidigt som
en sadan relation kan ses som en bipartit graf.

Sats 10.1 &ger att summan av valenserna @vrien i var och en av delarnaaste vara lika
med antalet kanter.

Oversittningar

bipartite bipartit
relation relation
complete bipartite graph fullstandig bipartit graf, komplett bipartit graf



10.2 Kantfargning av grafer

Istallet for att farga lornen i en graf & att rarstiende brn far olika farg kan mandrga kanterna
sa att kanter som ufg fran samma &rn far olika farg. Det @r att se detta problem som ett
hornfargningsproblem i en graf som associeras till den givna grafen genoateakianterna vara
horn och dra kant mellan de som har ett gemensaim.hDet visar sig dock att kardtfgning
skilier sig ganska mycketdin hornfargning. Detar nramligen mycketattare att besimma hur
manga firger som bebvs for att kantBrga en grafin att bestmma hur ranga &rger det kavs
for att lornfarga den.

Enkantfairgningkan ses som en funktiondn kantnangden till de positiva heltaleradan att
kanter som har ett gemensanitrh ger olika varden.

Sats 10.2 visar att déttminstone i fallet med karéfgning av bipartita grafeéacker med &
manga irger som man skulle kunna hoppas gvs lika nanga som dendygsta valensen a\agot
horn. Detar klart att det inte § med &rre, men deér inte alls lika uppenbart att det verkligen
gar.

Beviset inbr en viktig algoritm, eller metod or att hitta en kan#rgning av en bipartit graf
med detta antaldrger. Metoden & ut (& att Hrsoka farga & manga kanter detag till att borja
med, och sedanam det uppsir problem, &r man modifiera deréfgning som gjorts. Rmgenar
att det alltid gar att modifiera den uppkomnarfjningen & att ytterligare en kant kaiafgas.

Metoden att modifieradrgningen bygger g nagot som kallaslternerande stigaisom ar
stigar somar fargade med & farger. Om den kant som skarfasar vy ges den enaafgen av
att detar en farg som inte redan aawts ©r kanter fnz och den andra ges av edrf) som inte
anvants br kanter fany. Sedan bildar man en alternerande stig genomaatiidare fany over
den kant somdrgats med derbfsta irgen och sedan vidare med den andrgén tills det tar
slut. D& kan man § tillbaka och byta de & fargerna mot varandramhgs stigen och den nya
kanten kandrgas sondnskat.

Oversattningar

edge-colouringkantfrgning
alternating path alternerande stig

10.3 Tillampning av kantfargning pa latinska kvadrater

Latinska kvadrater har vi&tt pa tidigare som grupptabellerdadkommer en algoritm som byg-
ger A Sats 10.2 om karitfgning av bipartita grafer och sorager att en delvis utfylld latinsk
kvadrat alltid kan utvidgas till en fullandig latinsk kvadrat om déir ett helt antal rader soar
ifylida. En sadan delvis utfylld latinsk kvadrat kallas &tinsk rektangel

Beviset Br sats 10.3.1 ger tillsammans med beviggtdats 10.2 en algoritn®f att utbra
en sadan utvidgning. Man skapar en kairtfad bipartit graf fan den latinska rektangeln genom
att associeradrnen & ena sidan med kolonnerna odbrien @ andra sidan med symbolerna.
Raderna dr sedan gedrger @& kanterna och@grund av den latinska egenskapen ger det en
tillaten kantrgning. Det man sedan villstadkommaar att komplettera den bipartita grafen



med ytterligare kanterasatt det bildas en komplett bipartit graf. Den delgraf saiaggs till
kan kantfirgas med lika @nga éirger som dendysta valensen och \af en kanthrgning av hela
den kompletta bipartita grafen. Denna i sin tur motsvarar en latinsk kvadratisemutvidgning
av den givna rektangeln. Sats 10.3.2 ger@rfirfiing av sats 10.3.1at vi har en rektangel som
inte besar av ett helt antal rader. Det blidett villkor pa antalet @nger symbolerna aste
forekomma i rektangelrdf att det skall § att utvidga den.

Oversittningar

latin square latinsk kvadrat
latin rectangle latinsk rektangel

10.4 Matchningar

Enmatchning en grafar ett &tt att para ihop &rn som har kant mellan sig med varandra. Varje
horn far paras ihop meddyst ett annatdrn. Mer abstrakér det en delrangd av kantrangden
sa att inga kanter i den hadagot gemensamidinn.

En maximal matchningir en matchning med maximalt antal kanter. fidlstandig, eller
komplett matchning i en bipartit graéir en matchning @ alla forn pa ena sidarar matchade
med ragot lorn pa den andra sidan.

Sats 10.4&qger att det finns ettrdvandigt och till&ckligt villkor for existensen av en fulksbdig
matchning i en bipartit graf. Detta villkor kallagrf Halls kriterium och siger att detdr varje
delmangd av den mindredmn mangden skall finnas minst likaanga element@andra sidan
som har kant till @got av ldrnen i delnangden. Dettdr forstis ett wdvandigt krav och det
svaraar att bevisa att det faktiskr tillrackligt.

Beviset anander en metod som myckehminner om metoden som aiwles i sats 10.5f
kantfarngning av bipartita grafeAven har ar det fldgan om alternerande stigar. Vi vilidga
till en kant till en matchningdr att 2 en matchning som har fler kanter. Om det irde jga en
gang blir vi tvungna att modifiera den matchning vi redan hade. Bevggenom att bilda en
alternerande stigdenna @ng med kanter som alternerande tililmatchningen, respektive inte
tillh ©r matchningen.

Det car ocks att bevisa Sats 10.4 medaly av induktiondver antalet brn, men @ far man
inte pA sammaatt en algoritm @r att hitta en fullsindig matchning.

Oversittningar

matching matchning

maximum matching maximal matchning

complete matchingfullstandig matchning, komplett matchning
Hall's condition Halls kriterium
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