Lasanvisning till Discrete matematics av Norman
Biggs - 5B1118 Diskret matematik

Mats Boij
28 oktober 2001

1 Heltalen

Det forsta kapitlet handlar orheltalenoch derasaritmetik dvs deras egenskaper som har sam-
band med addition och multiplikation. Vaf seaxiomenfor heltalen. Br den tar kurserar inte
dessa axiomé&centrala, men det kan vara bra att veta att det finns en solid gsudétfvi sedan
kommer att &lla pd med.

Det handlar ocks om heltalens ordning ochagot som kallas/alordning som ligger till
grund ©r induktionsprinciperoch rekursiva definitionerSpeciellt det senare har stora anknyt-
ningar till datalogi och programkonstruktion.

Vi far reda g begrepp som har med delbarhet ditay exempelvistorsta gemensamma
delaren och det avslutas med aritmetikens fundamentalsats ager att faktorseringen av heltal
i primfaktorerar unik sarér som & ordningen.

Den viktigaste algoritmen viéter gaar Euklides algoritnoch den kommer ocksatt anandas
flitigt senare i kursen.

Rekommenderade uppgifter

|attare| svarare

1.3 2
1.6 2,4()
17| 15
1.8 1

1.9 56| 10,18

1.1 Aritmetik

For att matematiskt beskriva vad som menas melthlenmaste man haagraaxiomsom talar
om hur heltalen fungerar. Tanken med axiamatt det skall vara en minimal ugidtning regler
utifran vilka alla andra regler och egenskaper skall kuriréetas.



Heltalen beskrivs nu som erdmgdZ med ta speciella elementoch1 och tv& rakneoperationer,
additionochmultiplikation Additionen skrivs alltid med-, men multiplikationen skrivs ibland
med x, ibland med och ibland helt utan symbaip = a - b =a x b.

Oversattningar

integer heltal
axiom axiom
operation operation
deduceharleda

1.2 Heltalens ordning

Forutom den algebraiska strukturen som heltalen har genom additionen och multiplikationen
finns en naturligordning, som skrivs<. Det ar givetvis den vanliga ordningen som @t oss
sedan dnge, mendr att beskriva denna ordning matematiskt dehragra axiom. Axioml8,
19 och110 ar axiomen ®r enpartialordning somar det brsta exemplet i dendr kursen g en
relation. Senare kommer vi att@ta i en speciell klass av relationer som kak#sivalensrela-
tioner.

De tva senare axiomeml1 och112 handlar om hur ordningen passar ihop med additionen
och multiplikationen.

Det sista axiometl3 kallas valordningsaxiomebch detar det som gr att vi kan skilja
heltalen fanrationella talen Q, och frnreella talen R.

Paangen med alordningsaxiometir att en nangd heltal sonar nedit begénsad inte kan
innehalla en @ndlig strikt avtagandefjd. Dettaar mojligt for exempelvis de rationella talead
foljdena, = 1/n ligger i mangden av positiva rationella tal s@mnedt begansad.

Oversattningar

ordering relation ordningsrelation
arbitrary godtyckliga

lower bound undre g&ns

least memberminsta element
asserthavda, @st
discretediskret
continuouskontinuerlig

Ovning 1.2.1 Anvand resultatet m uppgift 1.2.1 och axior# for att visa att) < 1.

1.3 Rekursiva definitioner

Har definierar Biggs deaturliga talen IN, som de positiva heltalen. Det finns olika konventioner
for vad somar naturliga tal. Ofta inkludera®sven0 bland de naturliga talen.



En rekursiv definitionkan jamforas med emekursiv metod programmering. Br att kunna
tala om hur endljd a,, ser ut kan det ibland varattare att tala om hur, beror & tidigare arden
i foljden. Detta naste kompletteras medhgot slags startrden som @kerséller att vi vet hur
foliden Wrjar. Antalet start&irden beror @ hur rekursionsformeln ser ut. Qap hela tiden beror
pa de tre tidigare @&rdena bebvs till exempel tre starérden,ag, a; ochas.

1.4 Induktionsprincipen

Induktionsprincipen som ockstogs upp i kursen 5B1115 Matematik I, har mycket gemensamt
med rekursiva definitioner. Exempelvis kan maga att detir induktionsprincipen somdg att
vi sakert vet att en rekursiv definition verkligen definierar éljcf.

| det har avsnittet formuleras induktionsprincipealdigt abstrakt som Sats 1.4aHmMmns
inget gasfende eller liknande utan bara eamgd av heltal. Dedr viktigt att forsta att detta inte
ar ragot annaén den vanliga induktionsprincipen.

| slutet av avsnittet@amns begreppetark induktion somar en mer generell form av induk-
tion an den som vi har sett tidigare. Cigten form av induktion som vi kommer aét dmandning
for senare, exempelvisindet gller primtalsfaktorisering. Skillnadeir att vi inte @r frann till
n + 1 som vi i tidigare gjort, utan att vi kan anta att vi vet att det aktuefiagendetar sant
for alla naturliga tal mindréann och att vi an@nder den kunskapeirfatt visa att det @ ocks
galler for n. Styrkan ligger allta i att vi inte bara arénder @stendet ér ett av de bregaende
vardena, utandr alla.

Oversattningar

induction basisinduktionsbas
induction hypothesisinduktionsantagande

1.5 Kvot och rest

Sats 1.5 kallas oftdivisionsalgoritmenaven om det egentligen inte fraga om en algoritm,
utan baraar en sats omexistenchentydighetv kvot och rest vid division av ett heltal med ett
positivt naturligt tal.

Representation i olika baser.

De algoritmer dr division, addition och multiplikation vi haiéart oss i skolan bygger allaap
det 1 kalladepositionssystemebet vi inte s ofta har &nkt @ ar kanske att dessa algoritmer
som vi har &rt oss dr detdecimalapositionssystemet ocksfungerar om vi inte arander just
basenl0. | det bindra systemet arénder man istllet basere, i det oktala basen8 och i det
hexadecimaldasenl6. | allmanhet kan vi an&nda ett godtyckligt heltal &tre an ett som bas
for ett positionssystem och algoritmerna funge@sgamma &tt.



For att beshmmasiffrorna i ett tal i en viss bas amnds divisionsalgoritmen upprepade
ganger. Genom att ta resten vid division medv talet ir man den sista siffran. @ vi sam-
ma sak med den kvot védfick far vi den rast sista siffran ochésvidare.

Det kan vara art att notera att siffrorna som amds i basen6 ar

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C, D, E.

Oversattningar

guotient kvot
remainder rest

1.6 Delbarhet

| det har avsnittet definieras ett antal viktiga begref@p det handlar ondelbarhet | dagligt tal
kan man ibland&ga “jamt delbar med” igtllet for “delbar med”, men det betyder precis samma
sak.

Oversattningar

divisor delare
factor faktor
divides delar
divisible delbar
multiple multipel

1.7 Sbrsta gemensamma delare

Den strsta gemensamma delardnmellan t& heltal,a ochb, defineras &r genom tre egenska-
per

1. d|a ochd|b, dvsd delar kadea ochb.
2. Omc|a ochc|b sac|d, dvs alla heltal som dela@olea ochb delar ock&d.
3.d>0.

Fran namnet att@mna vore det kanske naturligare att definiera det som dittatnaturliga tal
som delar Bdea ochb, men den definition som ge&ihar lite mer alln@n, och den kan frarof
allt anvandas i andra faln for heltalen, texdr polynom.

En viktig konsekvens av Euklides algoritin Sats 1.7 sonméger att den strsta gemensamma
delaren mellam ochb kan skrivas somna +nb for nagra heltahn ochn. Detta kommer att vara
till stor amvéndning senare. Euklides algoritm amd bakhnges gr det nijligt att hitta ssdana
m ochn.



Oversittningar

greatest common divisorstrsta gemensamma delare
gcdsgd

Euclidian algorithm Euklides algoritm

coprime relativt prima

1.8 Primtalsfaktorisering

Vi far en defintion aprimtal. Det ar viktigt att notera atfl inte ar ett primtal,aven om det
uppfyller kravet att de enda delaraal ochp.

Argumentet dr att det finns en primtalsfaktoriseringrfvarje heltal bygger @ valordnings-
axiomet ochar en variant av stark induktion. D&t en \aldigt vanlig typ av argument:

1. Om detinte @ller for alla positiva heltal raste det finnas ett minsta positivt heliai filket
det inte gller. Latm vara detta heltal.

2. Anvand att det nu @ller for alla mindre heltaldr att visa att det faktiskinca galler for m.

3. Vi har kommit till en motsigelse och allés maste antagandet om att det finns heltal f
vilka det inte @ller vara falskt, och vi drar slutsatsen att desant dr alla positiva heltal.

Sats 1.8.2 kallasritmetikens fundamentalsateh figer att primtalsfaktoriseringr unik,
ellerentydig sanar som ordningen av faktorerna.

Beviset br aritmetikens fundamentalsats byggéamgalpsatsenSats 1.8.2, somagler att ett
primtal som delar en produkt av talaste dela minst en av faktorerna.

Oversattningar

prime primtal
prime factorization primalsfaktorisering
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