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HoOgre ordnings ekvationer och system av 1:a ordningen

Vi har hittills |art oss|6sa

. linjéra ekvationer med konstanta koefficienter och av vilken ordning som helst
och
. linjéra system av ekvationer med konstanta koefficienter av ordning 1 enbart .

Man efterlyser da forstas metoder for att |6sa &ven system av godtycklig ordning, i synnerhet som manga
system som harror frén studiet av bl.a. sammansatta el ektriska kretsar, genererar sadana problem. | kurs-
litteraturen finns nagra exempel. | ZC, kap 7.6; fleramassor sammankopplade med fjadrar (ex. 1), elektrisk
krets (ex. 2) och en dubbelpenddl (ex. 3).1 Ett mera avancerat exempel finnsi ” Projekt-modulen” sid. 365 —
366, om jordbavningarsinverkan pa flervaningshus.

Anmérkningsvért nog & det i princip "enkelt” att |0sa hogre ordnings differentialekvationer och &ven sys-
tem av sadana ekvationer, om man kanner en motsvarande metod for att |6sa 1:a ordningens system av diffe-
rentialekvationer. Man kan namligen gora foljande observation:

Varje system av differentialekvation av hogre ordning ar ekvivalent
med ett 1:a ordningens system.

Tankegangen som leder till detta & rétt simpel2. Foljande exempel fér illustrera:

L&t oss betrakta ett system med tva obekanta funktioner

X (1) — 9%~ () + 5x(t) =t+1,

X)) + 2% (1) + X (1) = Txq () = et @)

Den hdgsta forekommande derivationsordningen for funktionerna ér tydligen 3 respektive 2. Infor
man nu tre nya obekanta funktioner x3(t), X4(t) och xs(t) genom att sétta

1% (1) = xa(),

X' (t) = xa(t), )
X1 (1) = x5(1),

P (1) =% (),

saar +x (1) =x3°(t) = xs(t),

X" (t) = x4 (1),

och systemet (1) kan da skrivas

T X () = xs(t),
T X2 () = Xq(b),
i X3 (1) = Xs(V), (3)
L3 () = 9() + 5xo(t) = t+1,
X5 (t) + 2x3(t) + Xa(t) — 7x(t) = €4,

1 Den metod for att 16sa problemen som den hér skriften vill berétta om & dock en annan @n den som beskrivs dér. Den
metoden, Laplacetransformering, tar vi upp senarei kursen.
2 Se ocks& anmérkningarnap&sid 350 i ZC.



vilket &r ett system av ordning 1. Omvant ser vi att systemet (1) kan hérledas ur systemet (3) genom att
man eliminerar x3(t), X4(t) och xs(t) ur de tva sista ekvationernamed hjdp av de tre forsta. u

Man kan tydligen "képa® sig till ett forsta ordningens system mot att man ”betalar” med ett storre antal
obekanta och ekvationer i systemet — for varje obekant funktion x;(t) som i det ursprungliga systemet fore-
finns med derivator upp till och med ordningen k, maste k — 1 st. nya obekanta och lika manga nya ekvatio-
ner inforas.

Man kan ocksa notera konstgreppet inte forutsitter att ekvationerna nodvandigtvis &r linjara— principen
gdler dladags differentialekvationer!

Exempelvis: Ett ”allmant” andra ordnings system med tva obekantax; (t) och x,(t) och tva ekvationer

har formen
}Fl(xl, X2, X1:, X2:, X1 X2 =0, @
TF2(x1, %2, X", %", %7 %", 1) =0,
dar F1 och F, & tvagodtyckliga funktioner av 7 variabler. Sétter man
X1 =X,
e (5)
safér man det ekvivalenta systemet
1 X =X,
e = ©)

] Fa(xw, %2, X3, X4, 3", X", 1) = O,
| Fo(x1, X2, X3, X4, X3", X", 1) = O,

som & av ordningen 1.

Ovningar:
Skriv upp ett ekvivalent 1:aordningens system till f6ljande:
ix)” =X +sint,

X1 =X, I,
1. a i .. b. [ =X
X2 =X1. 1 ,
X3 = X1.
‘,X]_”: —2X1 — 6Xo, ‘,X]_”: —Ax; + X —2X1',
c i, d. i, .
X = X1 + 3Xo. X = —=8X1 + 2% + X1.
[x~ =sinx,
€. ., f. X1”— X1 = f(t)
X2 :X1X22.
g1 a2 0 a1 0
2. =AXx,dar A= ¢ ochx = %
a1 ax 5° X @

Om ursprungssystemet &r linjart, sa kommer motsvarande 1:a ordnings system ocksa att varalinjart (efter-
som de ekvationer man l&gger ti Il & linjara). Har systemet dessutom konstanta koefficienter sd galler samma
sak fOr det ekvivalenta systemet.

Dettainnebér att man i princip kan |6sa linjara system med konstanta koefficienter av godtycklig ordning,
eftersom man ju med egenvéardesmetoden kan |6sa dla 1:a ordningens ekvationer av det daget!



Exempel.

Ekvationen

Lt>0

- =
ar ekvivalent med 1:a ordningssystemet3
&1y ad 1oae><10 a0 N
%Xz a 81 Oﬂ%XZ a 81/'[
En [6sning av detta system med egenvardesmetoden avlGper pafdljande vis:

Egenvarden:

{4 11—OUI2 1=0U0 | =#1
b1 44 o
Egenvektorer:
=1 el lyano aeooA a@ano Caelo
% 1168w, 5 05" &v, 5 1813
| =1 @l 1oano adlo. a1 el

§1 108, 5 808" &v,o 2815

M otsvarande homogena system har alltsa som alman 16sning
al o el o
= = et
Xh Clglget + ng_lﬂe-
och en fundamentalmatristill systemet ar:
ed eld
d —etp
Ansatsenx = F U i den inhomogena ekvationen ger enligt variation-av-parameter-metoden
villkor pavektorfunktionen U:4

F =

.= -1 " - hd >
U = F -I(t), dar f(t) = % " 9 t>o0.
Alltsa
ae-e—t —e_tO$0 0 &e_t 0
—et g 1/tﬂ —et g
Detta ger att
%e—t -
o 2t _
U= t -
g dt =
o g

dér vi barakan integrera ver intervall sominteinnehdller singularitetent = 0.
Vi far den partikuléraldsningen

w

Jamfor 6vning 1d och exempel 31 ZC §4.6.
SeZCs. 356 - 357.

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)



et O Baet ety O
QTJ[ —_— dt =

= Cg oz d+
e e0 Ct - to -
x=FU= é T . = . (12)
d —eig ! - (U -
Qe . - ARQdt +e(t-t) .
- Oj dt = 8T dt =
A I a
Den forsta komponenten i denna vektor,
-t _e(t-t) .
Xip = §et2t‘ﬁ dt, dir to négot tal > O, (13)
to
& darmed en partikul&r [6sning till den 2:a ordnings ekvation som vi utgick ifran.
Den allmé@nnalGsningen till den givnainhomogena ekvationen far man sedan genom att |aggatill
motsvarande homogena ekvations allmannal6sning:
t
get —elt)
X1 = 827t dt + cel + coet. u
to

Anmérkning:
Den har metoden att forvandia hdgra ordnings system till (storre) 1:a ordnings system &r viktig efter-
som den & sagenerell. Om man & pajakt efter |6sningsmetoder for differential ekvationer sdkan man
I forsta hand begrénsa sig till forsta ordnings system. Sarskilt intressant & fOorfarandet om berék-
ningarna gors maskinellt. Det faktum, att de system av 1:a ordningen som man skapar tenderar att bli
rétt mycket storre an det system som man utgatt ifran, spelar dainte sa stor roll.

Nar det gdller linjara ekvationer med konstanta koefficienter ger forfarandet dock inte ndgot vasentligt
“nytt”. Sarskilt vid handrékning med "sma&’ problem &r de mera elementéra metodernai ZC kap 4
oftast att foredra

Notera att egenvardesekvationen (8) ar identisk med den karakteristiskaekvationen for differntialekva-
tionen (7). Detta ar ingen tillfallighet — sa &r det alltid om en linjar ekvation av hogre ordning med
konstanta koefficienter forvandlastill ett 1:a ordnings system. (Se 6vning 4 o. 5.) Man gor med egen-
vardesmetoden vasentligen samma rdkningar som man skulle gjort med den mera elementéra metoden
—motiveringen till vilkarékningar man goér & dock en annan.

Differentialekvationen i exemplet ovan &, sdnér som pa beteckningarna, identisk med deni ZC 4.6, ex
3(sid 1701 ZC:s 6:te upplaga). Jamfors rakningarna som man gor for att bestamma den inhomogena
ekvationens |Gsningar med variation-av-parameterforfarandet enligt ZC §4.6 med dem som vi gjorde i
exemplet ovan, s ser man, att man ocksa hér 1 alt vasentligt & detsammai de badafallen Villkoret (11)
pa funktionen U & (%1 nar som pa beteckni ngarna) identiskt med villkoret pa motsvarande

koefficienter i |Gsningsansatsen i 84,6 (se systemet panere delen av sid 168 i ZC, 6:e upplagan). u



Ovningar:
3. Lossystemeni uppgifternalc, d ocha.
4. a Angeett 1:aordnings system som & ekvivalent med
X+ aX + agx =0, ag och a; konstanter.
b. Visaatt egenvardesekvationen till detta system &

o,
t—a —a—1 1

och att den & identisk med den karakteristiska ekvationen till problemet i a.
5. a Angeett 1:aordnings system som &r ekvivalent med

X + g, x(MD + .+ agX + agx=0,a,ay, ..., an1 Konstanter. (14)
b. Visa att egenvérdesekvationen till detta system &r
T - 1 o ... 0O 0 T
| o -l 1 ... O 0 |
l o o0 -1 .. O 0 [}
) I =0
.I. s “es “es “es “es “es .I.
| 0O O o ... -l 1 |
- —& —& ... —¥2 —a1—|

c* Visaatt determinantvillkoret i b.kan skrivas
DN AN+ an gl L+ L+l +ag) =0,
dvs. att det &r ekvivalent med den karakteristiska ekvationen till den linjéra ekvationen (14).

Ledning: Anvand vid determinantberékningen att en determinants vérde inte &ndras om man ersitter en kolonn med

kolonnen + en multipel av en annan kolonn: Adderal k=1~ (kolonn nr k), k = 2, 3, ... , n, till den forsta kolonnen.
Den forsta kolonnen kommer dd, sd nar som pa dess sista element, bara bestd av 0:or. Utveckla sedan efter den forsta
kolonnen.



la

1d.

1 X1 =X,
\IX].'_XS! 'I: XZI =X5| iX ,_X
lx =¥, X3 = X A
x2 . O | Xj _X:_) le. {x'= X +3%,
%xj XZ’ _I_ = x ' TX3,: —2X1 — 6Xo.
= X1 T 5 = X3,
Xs =X +sint
X=X | X =,
P [ % =x, X =%,
Pxo'=—8x + 2% + X, lee. 1 . i, i,
- ] X3"=sin x4, X" = x1.+ f(1).
Tx3 =4x1 + Xp —2Xa. C
Tx4:x1x22
2. 20 0 1 04
Xo = a0 Eg 0 0O 0 1 —
By, dary = =-ochB = += -
y y y - %A 0g a1 ao 0 0 -
x4 9 a1 a 0 09
a1 0 &3 0 ®2 0§ el

(Motsvarande 1:a ordnings system har [Gsningen:

24 § @3 0 22 0 el o
Exziz C1 —1?+ ng—liet+C3§—li92t.)
S X3 O 20 o 32 0 22 0

@10 aelo el o el o
Ex, 0 C1&ag" Cog75% * Cok35 5

(Motsvarande 1:a ordnings system har [Gsningen:
281 O el o g6l ©
Exzi = C1§4§+ C%?iet + ng 3
& X3 O 200 210 S

24 0 ael o

B
[ —
|10

N

etl)

a =C d+C e-t+C 19c:ost+Caelgsint
€, 0 “1&15° 7 231 381 4 10"

(Motsvarande 1:a ordnings system har [Gsningen:

&0 ao el0 ae sty ge SNty
X = c lTet c 17 c —Cost~ c -sint~
- = —€e + —-e + .o+t -

X3 = 1 1+ 2 —1+ 3 —Slnt+ 4 COSt+
x, 9 19 19 snt9 —costd



