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Institutionen for matematik, KTH
For SF1635/HTO7/E.P.

Fouriermetoder for Signaler och system |

Syftet med det hér kursavsnittet & att ge en orientering av en del i den matematiska analysen, de sk. fourier-
metoderna, som har visat sig vara mycket anvandbara och kraftfulla redskap for att modellera situationer
inom signa behandling, elektricitetdara, akustik m.m.

Fourieranalysen &r i sig ganska komplex. Den har en egen begreppsapparat och i den finns manga icke-
trivialasamband. Detta gor dels, att den matematisk/logiska delen av teorin inte &r alldeles enkel om den be-
drivs med vetenskaplig noggrannhet dels, att man kan narmasig amnet pa manga olika stt.

Har foljer eninformell framstallning — syftet ar att man i forsta hand skall kunna forsta att de resultat som
ges & rimliga och kunna anvanda dem i naturvetenskapliga och tekniska sammanhang. Mera stringenta
framstélIningar hittar man i speciallitteraturen.

1. Inledning
1.1 Fourierserier och -integraler inom signalteorin. Komplexa fourierserier

Litet ytligt kan man saga att fourieranalysen i mycket handlar om konsten att uppfatta godtyckligafunktioner
X(t) som " linjéara kombinationer” av trigonometriska funktioner cos wt och sinwt, dar w oberoende av t. El-

ler, vilket gér ut pd samma sak: linjara kombinationer av de komplexa exponentialfunktionerna éwt, s3
kallade har moniska funktioner (eller harmoniska svangningar). (1

Fourierserierna, som tagits upp tidigarei kursen, handlar ju just om detta:

En "godtycklig” funktion x(t) (nda, nastan godtycklig — kontinuerlig och med kontinuerligderivataracker)
paintervalet —p <t <p kan skrivas:

¥
X(t) = % + él(an cosnt + by sinnt), (1.2)
n=
dar koefficienternaa,, och by, erhélls ur
P p
_18 s o _18 . s o
an =p 8x(t) cosntdt, dan3 Oochb, = o 8x(t) snntdt,dans 1. (1.2
-p -p

Anmarkning 1: En viktig sak att observera ar att allatermerna i hdgerledet av (1.1) & 2p-periodiskafunktioner definieradefor
alaredllat. Hogerledet ar alltsd definierat och 2p-periodiskt for allat. Detta innebdr att om funktionen x(t) som vi
utgétt ifran till aventyrs skulle vara definierad dven utanfor intervallet —p <t < p men inte 2p—periodisk, sd géller
relationen (1.1) i allmanhet inte utanfor intervallet ifragal Tydligast syns kanske den distinktionen om man ser pa graf-
ernafor funktionernai vanster respektive hoger led.

Véansterledet
Om t.ex. x(t) & definierad somp — [t|, dd—p £t £ p, och, P x()i(1.1).
sag, = 0 for dvriga t-varden. sa &r dess graf (alltsa vansterledets
graf): |
3p -2p P P 2p

1 Obsattcoswt= (@M +edW)/2 sinwt= (WM —edW)/(2j) och M =coswt +j sin wt. Linjara kombinationer
avcoswt ochsinwt & dérfor altid linjéra kombinationer av funktioner av typ d™ och vice versa



Summan i hoégra ledet kommer daremot att ha grafen: Hogerledet i (1.1).

AN

Likhet for allat i (1.1) galler tydliigen om och bara om x(t) & -3p -2p -p p 2p
definierad for alat och dessutom 2p-periodisk. u

For en signalteoretiker skulle funktionen x(t) vara en beskrivning av "signalen”; t & da en tidsvariabel
(vanligen métt i sekunder) och x anger, t.ex. om det gdller ljud, tryckavvikelsen fran normaltrycket
(ljudtrycket). Relationen (1.1) uttrycker att signalen & sammansatt av ” harmoniska svangningar” med

"frekvenser” som &r heltalsmultipler av le [HZ] .2 Koefficienternaa, och by, relaterar man datill respekti-
ve svangnings amplitud — de utgdr signalens spektrum.
X
p

AN >

=3p -2p -p P 2P

Signalen och dess spektrum
Rekommenderad 6vning: 1.1, sid 16.

Med tanke pa att raknelagarna for exponentialfunktionerna ar enklare an de for de trigonometriska och med
tanke pa Eulers formler, ar det naturligt att uttrycka fourierserietermerna

a, cosnt + b, sinnt
i linjarakombinationer av &Nt och edNt, Man fér

an cosnt+ by sin nt=% [an(€Nt + e3Nt) — jb, (8Nt —ednt)] =
:an%jbn g’nt + %an e—jnt =c, dnt +cp E‘i”t,

dér vi satt qqza“%Jb”,omn>Ooch:%Jb“,omn<o.

Satter man sedan ¢y = % , Sakommer hela fourierserien att skrivas om till en mera |&thanterlig komplex
oandlig serie:

a0 & | ¥
x(t):7 + A (a,cosnt+ bysinnt) = A ¢, en
n=1 n=—¥

De komplexa c:koefficienterna kan beréknas direkt ur seriesumman x(t):

. p p
Forn> O: cn:a"%Jb“ = 21p§x(t) (cosnt—jsinnt) dt= 21p§x(t)e‘i”t d,

—p P

2 1Hz=ensvangning (eller ett varv)/sek.



P P

for n<0: =&t B = L8 (cos (- + sin (-nt)) dt= 5 8x() eint ot
—P -p
p p
ochférn=0: co:% 21§ X(t) dt =5 Qx(t)e—JOtdt
—P _p
P
dvs. sambandet Ch = 21p§ X(t) ednt dt

-p
gdler for allahelta n=0, +1, +2, ...

Sammanfattningsvis:

Komplex fourierserieutveckling:

X(t) = a c, g, (13
n=—¥
p

%—éénoamm (14)
—p

Om x(t) redll och

a & , g
X)) =% + A(ancosnt+bysinnt) = A che™,
n=1 n=—%¥

sagdler a,=2Rec,,bp=—2Imc,,n2 0 (1.5

och Cn=a”%m‘,n>0,cn: &

an+jb_
% 5 (1.6)

,N<0,¢co=

Passande 6vningar: 1.2 - 1.4, sid. 16.

Anmarkning 2: Valet av intervall p <t <p och periodlangd 2p ovan kanns kanske litetkonstlat. Det & dock
meraen formelteknikalitet. Om periodiangden istdllet & L (L > 0) sakan man med skalning av t-axeln
overforadet fallet till 2p-fallet —man substituerart = 2p/Lt och far de mera generella sambanden:

X(t) = %0 + é (an cos 2pnt/L + by sin 2pnt/L), (1.1)
n=1
L/2 L/2
an :% § X(t) cos 2pnt/L dt,dan3 0 ochbp :% § X(t) sin 2nt/L dt,dan3 1, (1.2)
-L/2 L2



med de komplexa varianterna:3

¥

()= & cnePiniL, (1.3)
n=—x¥

L/2
19 2pjnt/ -
Ch= | 8 X(t) e=pint/L gt (1.4

L2
For L-periodiska x(t) kan integrationsintervallen ovan erséttas med vilket som helst intervall som har

langdenL.

Ovning 1.5, 1.6, sid. 16.

Fourierserierna handlar alltsa om konsten att skriva periodiska funktioner som ”linjara kombinationer” av
komplexaexponentialfunktioner W t. De sa kallade fourierintegralerna befattar sig med samma problem,
fast for funktioner x(t) som &r definierade for alareellat och inte nédvandigtvis & periodiska. Man kan
namligen visa att for en stor klass av sédana funktioner géler

x({t) = g21 X(w) &W t giw, (17)
—¥

¥
i X(w) = g X(t) €Wt dit (18)

Den forsta av dessa relationer kan uppfattas som att x(t) & en linjar kombination av (de oandligt manga)

funktionerna&W t. S& nér som pa den konstanta faktorn 2% svarar faktorn X(w) mot den linj&rakombinatio-

nens koefficienter (funktionens spektrum), den benamns fouriertransformen av x(t). Sambandet (1.7) kallas
ibland syntesekvationen (for fouriertransformer) — den anger hur funktionen x(t) ”byggs upp” av sina ”be-
standsdelar” 2—1p X(w) Wt Analogt sigs (1.8) vara analysekvation — den talar om vilka ” bestandsdel ar”

funktionen x(t) har.
Anmérkning 3: Observera de formella likheterna mellan formelparen (1.3) resp. (1.4) & ena sidan och (1.7) resp. (1.8) & den

andra. Skillnaden mellan (1.4) och (1.8) & férutom skalfaktornzflp att integrationsgrénserna &r olika. Samma géller for

(1.3) och (1.7) om man uppfattar serien i (1.3) som en "integral” dér "integrationsvariabeln” n bara antar de diskreta
vardena 0, +1, +2, .... Detta dr ingen tillfalighet. | viss mening kan man namligen se fourierserietransformen som ett
speciafall av fouriertransformen. u

Enintressant sak &r att vi har har tva helt olika sétt beskriva funktionen x(t) pa Den ena anger funktionens
varden for godtyckligat (vanster led i (1.3) resp. (1 7)), den andrai stéllet spektret ¢, resp. X(w) (hoger led).

Det som gor detta faktum sa anvandbart &r att vissa egenskaper (som t.ex. X(t):s maximum eller minimum)
avlases léttast pa funktionen i vanster led medan andra ses | éttast pa dess amplitudspektrum.

3 SeocksdzZC 11.2, exercise 21, sid 440.



Som ett exempel4: Fi guren nedan visar vibrationerna fran en maskin som anvands vid massatillverkning—en
sakallad raffinor. Den &r i princip en stor kvarn. | det forsta steget huggs traravaran upp till flis som sedan
bearbetas mekaniskt (mals) i raffindren. De kemikalier som sedan tillsétts tréfibrerna kan efter malningen
| ttare |0sa ut de massafibrer som anvands vid papperstillverkningen. RaffinGren bestar i princip av en fast
kvarnskiva och en roterande fastsatt pa en axel vilken bars upp av tre rullningslager.

Métinstrumentet, en accelerometer, sitter ndraett av rullningslagren somi detta speciellafall har en skada pa
en av de 16 rullarna. Skadan & en tvérgaende spricka som varje gang den passerar kontaktzonen mellan
rullen och lagretsinner- eller ytterring orsakar ett slag. Diagrammet & grafen for den funktion x(t) som
anger ljudtrycket x, med tidsvariabeln t.

1
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0.6f

0.4f

0.2

o

x tryck

-0.2

0.4}

-0.6

-0.8}

-1

0 0.5 1 1.5 2 2.5
t sek

Grafen galv &r svartolkad — det &r svart att urskilja vad som harror fran det brusartade ljud som maskinen
altid alstrar och det extraljud som harror fran skadan. Om man déremot bestammer spektret for signalen
X(t), vilket kan goras med en numerisk variant av analysekvationen (1.8), sa f& man diagrammet

140

120 B

L\h \ILM du\M mmm MMNWMWWMMMMMMMML

3000 -2000 -1000 1000 2000 3000

100

80 |

60 |

a0t

20

dér man ser tydliga stora ”tontoppar” vid c:a 800 Hz vid sidan av en del mindre. Tontopparnas frekvens-
l&gen bestams av skadans periodicitet och kallas skadans signatur. Signaturen anvands vid maskinell
Overvakning for att upptécka eventuella skador i ett tidigt Skede. Tidig upptéckt gor det mgjligt att planerain
underhdllsstopp och undvika de ofta mycket htga kostnader som ett oplanerat driftstopp eller ett haveri
skulleinnebéra.

4 KalaMWL (Marcus Wallenberglaboratoriet, KTH).



Ovningar: 1.7, sid. 17.
Fouriertransformen for en signal kan alltsa ge viktig information om signalen, information som kan varasvar

att fa fram pa annat sétt. Intressant & ofta att veta hur forandringar i signalen paverkar fouriertransformen
ochviceversa

Om t.ex. en signal klipps av (man kanske inte har tid att lyssna pa hela signalen), pa vilket sétt andras
da fouriertransformen? Om en signal samplas (dvs. den avlases baravid vissadiskretatidpunkter), vad

hénder da med fouriertransformen? Och omvant, om fouriertransformen (spektret) &ndras genom att
man klipper bort vissa frekvenser (sk. filtrering), pa vilket sitt paverkas da signalen?

Problemstallningar av det dlaget diskuteras narmare langre fram (87.6).

| detvafoljande avsnitten skall vi tittalitet pa hur man méter avvikelser mellan signaler; vad skall man t.ex
menamed att tvasignaler & nastan lika?

1.2 Litet om fel

Allauppmétta storheter avviker naturligtvis mer eller mindre fran den (ténkta) ideala storheten som man
egentligen ar ute efter —i stéllet for den exakta signalen x(t), a < t < b uppmaéter man en annan, x(t). For att
kunna gora en felanalys behdver man komma éverens om ett avstandsmatt som anger hur mycket funktionen
Xe(t) avviker fran x(t). Det som man kanske forst kommer att ténka pa ar att man tar den maximala avvike-
sen, dvs.

dm = max [x(t) —Xe(t)] (1.9
xt<b

som eft sidant métt. Vid nérmare eftertanke forstar man dock att detta inte & sarskilt lyckat ur signalteorins
synpunkt: Om x(t) och xg(t) skulle varatva ljudupptagningar av en konsert, identiska sa nér som pa att nagon
under ett kort tidsintervall hostar i den enaav upptagningsmikrofonerna. Storheten dy,, skulle da vasentligen
bestdmmas av hostningens intensitet, som ju kan vararétt stor. Trots detta skulle man nog inte vilja uppfatta
de bada upptagningarna som sa varst olika.

Ett béttre métt, som inte légger s stor vikt vid kortvariga avvikelser far man i stéllet ur det sk. effektiwardet

av avikedsen:
2, b oL/2
Q x
d2=Em8|X(t)—Xe(t)|2dL§ , (110)
b-af -

dar a £ t £ b & tidsintervallet under vilken upptagningen gors.>

| teoretiska sammanhang har man ocksa signaler som &r definierade pa hela reella talaxeln, man véjer da
istéllet den s.k. funktionsnormen:

8éf /2
IX—Xe |l = ég) X(t) —xe(t)|2dt§ (1.10)
By 7]

som felmétt (forutsatt forstas att den generaliserade integralen & konvergent).

5 Observeraatt dy, och d, och x har samma fysikaliska dimension — tryckdimension (Pascal) i fallet med |judupptagningen.

6



Ostord signal x(t) Stord signal xg(t)

—
h

R B AL W A MR I

-1]

-2

a1 -
Differenssignal x(t) —xg(t), Kvadrerad avvikelse |x(t) —x(t)] 2, dy » 0,4.
maxavvikelse d,,» 2,4. (1.10)-integralens vérde = arean under grafen.

Ovningar: 1.8, 1.9, sid. 17.

b

7

Integralen glx(t)lzdt , (1.11)

a
kan ses som ett métt pa signalens totala energi:

T.ex. for det fall att x(t) anger stromstyrkan i ampere genom ett motstand R [W], s ges den spanningen av
y(t) = Rx(t) [V] och den momentana effekten W [W] av

W() = x(®) - Y1) = R X1
Integralen (1.11) ger allsa den totalaenergin under tidsintervalleta £t £b, sd nér som pa proportionalitets-
faktorn R. Medelvérdet
b

7

= g|x(t)|2dt , (112)

blir d& pa samma sétt proportionel It mot signalens medel effekt.

En motsvarande tolkning kan goras ocksa for det akustiskafallet dax(t) (= p(t)) ljudtrycket. Generellt
ges namligen den momentana effekten W hos ett mekaniskt system produkten [kraft] © [hastighet] =
[tryck] ~ [area] © [hastighet]. | akustiska sammanhang kan man visa att Ijudtrycket p under allméanna
omstandigheter & proportionellt mot partikelhastigheten u i mediet,

P=roCu,



dér konstanternar g [kg/m3] och ¢ [m/s] & det ostérda mediets densitet respektive ljudhastigheten i
mediet.
Daéar altsaden momentanaeffekten per m2, W/A p-u=(1ro0) p2 1 |p(t)|2. 6

Storheterna och g|p(t)|2dt respektive,—~ b_ 1 a g|p(t)| 2dt , representerar, sa ndr som pa en proportiona:

litetskonstant, | uds gnalens totala energ r&spektl ve medel effekt. Om avstandsmaéttet d, mellan tva sig-
naer & litet, sainnebér dettadltsa att de energiméassigt ligger néravarandra.

Men det finns flera anledningar till det speciellavalet av felmatt. En har att gora med ett néara slaktskap med
minstakvadratmetoden. Om detta handlar nasta avsnitt.

1.3 0Om ortogonalitet. Parsevalsrelation

Partialsummor till en funktions fourierserie ger ofta kusligt bra approximationer till funktionen. Dettakan i
pa sétt och vis forklaras av att fourierutvecklingen i viss mening ar optimal. Informellt kan man forsta hur
detta hanger ihop via den geometriska analogi som ligger till grund for det generella approximations-
forfarande som gar under namnet ” minstakvadratmetoden”.

Antaatt uq, up och v ar tre vektorer i rummet sadana att u; och u,
spanner upp ett plan V. Om v ligger i detta plan, sa kan v skrivas som

/ en linjar kombination av u; och u,
‘2% - V=CiUg + CoUs
- / Vektorernauy och u, kan ses som en bas for ett koordinatsystem i
> 6" planet V och koefficienternac; och Cz Som koordinaterna for vektorn v

i den basen. Dessa ar sarskilt |&tta att berakna om vektorerna u; och u» & vinkelrdtamot varandra, dvs da
den skalédra produkten uq - u = 0. Man har ndmligen da att

U1 - V=Cpup U + Cuy Uz = C1|uy|?,
varav ¢ = (uq - v)/|uq|2 och pasamma sitt ¢, = (Us - v)/|uz|2 (1.13)

Om vinteligger i planet V safinnsingen mojlighet att uttryckav med hjélp av u; och u, somi (1.12).
Déaremot finnsdet i planet V' en vektor vo som ligger nérmast v, namligen den for vilken v — vo & vinkelrat
mot planet, och alltsa ocksamot u; och u,. Dettainnebér att om vg = ci Uy + CoUp, SAmMaste

(V=Vp)- Uk =(V=Cuy —Cpup)- ux =0,k=1, 2.
Detta ger igen sambanden (1.13) och man kan sammanfatta:

Den vektor i planet som ligger ndrmast v ges av

‘fiufl‘; =12 (1.14)
I

Vo =Cp Uy + CxUp, d&r g =

och "felet” man gor da man approximerar v» Vg ges av |v — Vp|. Enligt Pythagoras' sats (se fig) blir
detta:

[V—vo|2=|V2=|vo|2 = |V|2—]|c1|qu1|2—|co|qug| 2.
Man ser ocks4 att

V23 |c1|2ua|? + || 2| uzl?. (1.15)
Om speciellt vligger i planet V, sakommer vo = v och felet vara= 0, d.v.slikhet géller
IVIZ=[c1|2ua|? + || 2 uz|? (1.16)

6 Tecknetp betyder "&r proportionell mot”.



Forfarandet kan utan vidare generaliserastill vektorer i R och till flera ”basvektorer” uy &n tvaoch dven
till vektorer i C" med komplexa koordinater, dettaom man definierar skaldrprodukt av tva sddana vektorer
med koordinater

X = (X1, %2, -+ ¥n) OChy = (Y1,¥2, ... Yn)

n
enligt X-y= & % Yk- (Obs konjugeringen!)
k=1

Normen (langden), |x |, av en vektor definieras daav

n n
IX|2=X-X = & X% %= & |X%]|%
k=1 k=1

Anmarkningsvart nog kan alt detta generaliseras ytterligare il att handla om funktioner i stéllet for vektorer!
Detta om man definierar ” skal arprodukt mellan tva funktioner” x(t) och y(t) som

Cc

(x(®), y(®) = § X(t) Wdt, dar b <t <c & ett passande intervall 7 (1.17)
b
ochi analogi darmed "normen av x(t)”, [|x(®)]|, enligt
C
IX()1Z = (<), x(V) = 8 1X(®)]2 dt. (1.18)
b

som da alltsd motsvarar det geometriska |l angdbegreppet och som vi ser & dettajust energiintegraleni (1.11).

Man far en koppling mellan detta och fourierserieutveckling av L-periodiska funktioner om man definierar
skalarprodukten och norm somi (1.17) och (1.18) med ett integrationsintervall av 1angd L:

(x(1), y() = é_ X(t) y(t) dt och ||X(t)||2:§_ (1) dt. (1.19)
Syntesekvationen X(t) = g Cy eiwnt w=2p/L

n=—¥
uttrycker att "alla’ L-periodiska funktioner exakt kan skrivas som en linj&r kombination av " basfunktioner-
na’

Un()=elwnt n=0,+1, £2, ...
med ¢,,n=0, £1, 2, ..., som motsvarande koordinater.

Eller annorlunda uttryckt: ”Vektorn” x(t) ligger i det "rum” som ”vektorerna’ elwnt n=0,+1, ..., span-
ner upp.

For dessa basfunktioner géller nu att deras parvisa skaléra produkter & = O:

LJ2 L/2
Q . . 6 . , .
(Um(®), un() = 8 elwmt . e—jwnt gt = Q elwm-n)tgt=éomm? nii=
-L/2 -L/2
gejw(m n)HL/2 eitw(m-n)/2 _e-lw(m-n)/2  ~ _gnp(m-n) _
- Bw(m-nH_ iw(m—n) Sew=2pU=2"m_p) -0

eftersom sinpk = 0 for varje heltal k. Basfunktionerna &r alltsa parvis vinkelréata.

7 Beteckningen (x(t), y(t)) for skalarprodukten av tva funktioner &r rétt vedertagen. Observera att beteckningen x(t)-y(t) inte
&r 1amplig eftersom den ju allmant anvands nar man multiplicerar tva funktioner ” som vanligt”.
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For normerna géller

L2 L2
Q0 . o

lun@®lI2= g elwnt.e-iwntdt = 9 dt = L,
-L/2 -L/2

d.v.s. basfunktionernas normer (basvektorernas langder) &r alla= /L.
Detta betyder att koefficienternac,, i syntesekvationen bor kunna berdknas enligt principen (1.13) ovan

LJ2
x®,un(®)) 1 Q ,
= == X(b)- eTJwnt dt
@z L 8
—-1/2
vilket inte & ndgot annat an just anal ysekvationen.
Vidare: Partialsummornatill fourierserien,
M .
dvs. xv ()= & c,elwnt

n=M
kan uppfattas som den basta approximation till x(t) som man kan fa genom att linjarkombinerade 2M + 1

funktionernaeiwWnt n=0, + 1, ..., +M, pa samma sitt som Vo approximerar v ovan. Felet vid approxi-
mationen méts da med normen

[IX® —xm ()1
Tanker man pa x(t) som en signal, sd & normkvadraten som vi sett ovan ett métt pa energin/period i
signalen. For signalen xy kommer alltsd bortfallet, i forhalandetill signalen x(t), energimassigt att vara sa
litet som mojligt jdmfért med andra approximationer som & linjara kombinationer av de 2M + 1

funktionernae2rint/L n=0,+1, ..., =M.
Sambandet (1.14) ovan (" Pythagoras sats’) kommer i fourierseriesammanhang att fa utseendet
L/2
Q . .
9 Ix®I2dt=[xOl2= & |cl?lun®2=L & [cnl?. (1.20)

n=—¥ n=—¥
-L/2

Likheten kallas Parsevals relation. En energimassig tolkning av den &r att:

Totala energin/period hos en signal = summan av del svangningarnas totala energi/period.

For fouriertransformen och mera godtyckliga komplexvarda funktioner x(t), definierade pahelareellaaxeln,
kan man visa att motsvarande sakférhallanden géller. Om den skaldrprodukt och norm definieras av

¥ ¥
(x(0), y(t) =§ x(t) y(t) dt och ||x(t)||2 :§ |x(t)|2 dt (konvergens forutsatt),
-y -y
sa kommer
¥ ¥
0 [XOI2 = [IXOII2 = o [IXW)[2= - O [X(W)|2 chw (1.21)
9 o 2 8 : .
-y -y

Vanstra ledet & da signalens totala energi medan hogra ledet & ”summan” av energierna hos delsvang-
ningarna. Man tolkar da le |X(W)|2 dw som energin hos svangningarna med vinkelfrekvenser i det

10



"infinitesmala” intervallet mellan w ochw + dw. Motiveringen till faktorn2 & mera djupsinnig, sa den

vantar vi med.

p

Den matematiska substansen i Parsevals relation &r betydande, vilket ndgot litet framgar av nésta exempel.

Exempel 1.1
Enligt ('jvning 1.2b har vi for den 2p-periodiska funktionenx(t) somi intervalet p <t£ p & =p —|t|:
_p, i 7 1 1 3 i ity L a3pjt + L a5pj 0
Xt =5+ p% e Pt + 0 Spit + 2° 3pit + e-Pit+epit + 32e3I0Jt + 52e5IOJt+ -
Parsevalsrelation (1.20) ger daatt
2 ¥ 4 0 p 8 ¥ 1
x®)||2=2 §+ a 72 5+ o2& s
OI==2Pg0 * & pomyeg™2 Tp % 2 (2ne1)d
p p
, Q p
dar IX®I2=9 (p—|t)?dt ‘20 (p-t)2dt=
-p 0
p3_p 8, ¢ 1 1,1 .1, _p
varav ) +p- 'n20(2n+1)4'dV31 34 54+74 t.. =56
Ett resultat som knappast framstar som sjavklart! u
Exempel 1.2:
Fouriertransformen for den sé kallade rektangel funktionen N
o b BAU2<tEL2 ]
rect() ~ 10, for 6vrigat, | :
~1/2 1/2 t
.
snw/2
w/2 3‘ 1({)2 gW/2 _ew/2  sinw/2
. : — sinwi
- t = . t = _ =
X(w) 8 rect(t) eIWt dt 8 l-edWldt iw W2
¥ -1/2
dettaddw?® 0. Och for w= 0 far man direkt att X(0) =
Parsevalsrelation (1.21) utsiger da att
¥ X ¥ ¥ 1/2
Q sincw/2 Q Q
ST e = 2 2 dt = 2 dt =
8 w2/a dw 8|X(W)| dw=2p 8|rect(t)| dt= 2p0 14 dt=2p,
¥ ¥ -¥ -1/2
vilket inte heller & nagot paannat st |attfunnet resultat. (Integranden i den vanstraintegeralen saknar namli-
gen eementar primitiv funkion, sa dess vérde kan inte bestdmmas med den vanliga rutinmetoden.) m

Ovningar: 1.10- 1.12, sid. 17.
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1.4 Orientering om linjaratidsinvarianta system och fouriertransfor mer

Det man vill studerai tekniska och fysikaliska %\mmanhang ar oftaett slags "processer” som foérvandlar
tidsberoende fysikaliska storheter, "insignalerna’, till andra tidsberoende fysikaliska storheter, " utsignaler-
na’. En radioapparat tar in elektromagnetl ska vagor och skickra ut ljudvégor, en pendel paverkas av en
kanske tidsberoende kraft (insignalen) och svarar med att svanga paett visst sétt (utsignalen), Temperatureni
en ugn varieras pa ett visst sétt (insignalen) och steken "svarar” med att f& en viss tidsberoende temperatur-
fordelning inom sig (utsignalen). Exemplen kan med |&tthet mangfaldigas.

Schematiskt kan man teckna detta

X(t) —pp L —p X (1)

dar x(t) far stafor insignalen, L for sjalva " processorn” — eller systemet som man hellre sager — och x (t)
for utsignalen.

En modell for en enkel pendel som paverkas av en yttre kraft f som
markerad i figuren. Sambandet mellan pendelrorelsen x(t) (insignalen)
och kraften f(t) ges enligt Newtons kraftlagar av differential ekvationen:

mixX"(t) + mg sin x(t) = f(t).

Observeraatt systemet matematiskt sett forvandlar funktioner till funktioner.
Inom matematiken kallar man gérna sadana processer for operatorer. Opera-
torn det handlar om i pendelexemplet & den som forvandlar x(t) till rakneut- o ..
trycket i ekvationens vansterled. Accelerationen = [X

X(t) —p» L —p miX” +mgsinx

En mycket viktig klass av av sadana processer & de sd kallade linjara, tidsinvarianta systemen (LT1-syste-
men). Sadana karakteriseras av

1°  (Linjaritet)

Om eninsignal z(t) & en linjar kombination av tvainsignaler x(t) och y(t),

z(t) = ax(t) + by(t), a och b konstanter,
sa & utsignalen z, (t) sammallinjarakombination av x (t) och yy (t):
2, (t) = ax (t) + by.D)

2°  (Tidsinvarians)

Om insignalen forskjutsi tiden, dvs. om x(t) ersittsmed x(t — a), dar a &r en reell konstant,8 sa kom-

mer ocksa utsignalen att forskjutas likamycket i tiden:

y(O) =xt-a) P y.(f) =x(t—a)

och ett tredje villkor, ett dags kontinuitetsvillkor, vars matematiska formulering vi inte gar in pa hédr, men som
intuitivt innebér att "smad’ forandringar i insignalen bara foranleder "sma” forandringar i utsignalen.

Systemet i pendelexemplet ovan & inteav L TI-typ eftersom sinusfunktionen inte & linjar. Men for sma ut-
slagsvinklar har man att sin x » x. Med den approximationen far man systemet

X(t) —pp L —pp mIX + mgx

som &r av LTI-typ. (Kontrollera att villkoren 1° och 2° &r uppfylida.)

8  x(t—a) & sammasignal som x(t) fast avsand a tidsenheter senare (oma > 0).
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Kravet pé att processen skall varatidsinvariant &r i mangafall mycket naturligt —en radiomottagare exempel -
visforvantasju bete sig likadant i igdr som idag och i imorgon. Li kasavill man kunna hantera steken i ugnen
pé& samma st oavsett ndr man vill lagatill den. Kravet palinjaritet torde vara svérare att tillgodose i prak-
tiken, men det & trotsallt i mangafall uppfyllt med god approximation om man haller sig till signaler med
mattllgt energiinnehdl. En braforstérkare bor till exempel fungeralinjart, aminstone inom sitt arbetsomrade.

Anmarkningsvért & nu att det finns ett generellt sétt att i formler uttrycka hur LTI-system fungerar och att
det dessutom finns en ndra koppling mellan LTI-system och fouriertransformen:

Man kan visa att det till varje LTI-system finns en (eventuel It generaliserad)® funktion h(t) av reell vari-
abel, SAatt

¥
X (t) = § h(t—t) x(t) ot (1.22)
Omvant & systemet ~
¥
X() — h > § h(t—1) X(0) o (122)
Yy

(med méttligaregularitetskrav pa h och x) ett LTI-system. (Kontrolleravillkoren 1° och 2°1)

Anmarkning: Integralen i (1.22) kan tolkas intuitivt som att man vid varje tidpunkt t ”linjérkombinerar” deodnd-
ligt ménga funktionsvardenax(t ). Linjarkombinationens koefficienter beror av tident och gesav h(t —t).

Funktionen h karakteriserar alltsa LTI-systemet fullstandigt och den kallas, av ska som vi kommer till
senare, systemets pulssvar. R&kneoperationen i hogerledet i (1.22) spelar gévfallet en viktig roll i
dessa sammanhang och man har gett ocksa den ett sarskilt namn. Man sager att

¥

§ h(t—t) x(t) dt &r faltningenl© av funktionerna h(t) coh x(t)
—y

¥
och skriver § h(t—t) x(t) dt = h(t) * x(t). (1.23)
Allts ~
x(t) —p» h —pp (t) = (1) (1.23)
Faltningen visar sig hamanga intressanta egenskaper. En namner vi redan nu:
¥ ¥
§ h(t—t) x(t) dt = § h(t) x(t—t) dt,
dvs. B h(t) * x(t) = xg; * h(t). (1.24)

(Kontrollera att detta &r riktigt — betraktat som en konstant och substituerat mot t—t i en av intergralerna.)

Om man som insignal till ett LTI-system tar en harmonisk svangning x(t) = eéWt, s f& man som
utsignal

9
10

Vad detta @& kommer vi till i kapitel 4.
Engelska och franska: convolution, tyska: Faltung.
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¥ ¥
h(t) » dWt= Wt h(t) :§ h(t) gw(t—t) dt = § h(t) dWt edwt ot

¥ ¥
s 0
- éS)h(t) Wt gt gwt = H(w) - W,
Sy o

déar H(w) tydligen &r fouriertransformen av pulssvaret h(t)::

gwt —pp h —p H(w)-elwt (1.25)

Utsignalen av en harmonisk funktion av viss frekvens & alltsd en harmonisk funktion med samma
frekvens.

De harmoniska funktionerna éWt & egenfunktioner till alla(!) LTI-system.
Motsvarande egenvérde ges av fouriertransformen for systemets pulssvar.

Funktionen H(w) brukar kallas systemets dverforingsfunktion.
L&t nux(t) varaen "godtycklig” insignal och y(t) dess utsignal. Enligt syntesekvationen (1.7) har vi,
¥
_81 jw t
X)) = 82p X(w) eW T dw.

Kombinerar man detta med linjariteten hos L T1-systemen, safar man

2—1p X(w)-elwt o h . % X(w)-H(w) €Wt

och efter integration

¥
x(t) = gzl X(w) €W t dw —ppl h —p> gzlp H(w) -X(w) 6W tdw = y(t).
9 _

Men enligt syntesekvationen, som ju ocksa gdller for funktionen y(t), &
Vi) = Bi Y(w) 8W t dw,

82p
¥

vilket innebar att Y(W) = H(w)-XW). (1.26)
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Sammanfattningsvis:
Om

X(t) —pp h —p V(1)

sagdler for fouriertransformernatill de tre ingdende funktionerna x, h
ochy att

Y(w) = H(w)-X(w).

Detta mycket generella samband & utgangspunkten till en idé om hur man kan tareda pa hur ett forelagt
LTI-system fungerar. Dvs. man vill veta hur man till given insignal berdknar dess utsignal. Enligt (1.22) rac-
ker det da att bestamma systemets pulssvar.

Vi tanker oss att systemet levereras som en "svart |ada” vars innandome &r odtkomligt for oss. Det enda vi
kan géramed den & att skickain signaler och méta upp motsvarande utsignaler. Foljande checklista kan da
anvandas.

1°  Skickainen kéand insignal x(t) och mét upp utsignalen y(t).
2°  Berdknafouriertransformerna X(w) och Y(w) — analysekvationen (1.8) talar om hur detta gors.
3°  Bildakvoten H(w) = Y(w)/X(w) — detta ger fouriertransformen for det sokta pulssvaret.
4°  Ber&knapulssvaret h(t) — syntesekvationen (1.7) talar om hur detta gors.
5°  Med hjdp av pulssvaret kan man sedan forutsaga vilken utsignal u(t) som man far om en signal
Z(t) — vilken som helst! —skickasin i systemet,
¥
u(t) = h(t) » z(t) = § h(t—t) z(t) dt.
—¥
Obs dock att detta bara en skissartad beskrivning av ett ténkbart férfarande. En hel del berékningstekniska
komplikationer kan tillstéta. Exempelvis kan X(w) = 0 betydande delar av w-axeln och da kan divisionen un-

der punkt 3 inte utforas dar.

Ovningar 1.13 - 1.14, sid. 17.
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Ovningar till kap 1

AN >

3p -2p p | P 2P

En signa och dess spektrum

1.1 Figuren ovan ger (en bit av) grafen for den 2p-periodiska signal x(t) somi intervallet —4p £t £ p antar

1.2

13

vardenax(t) = p —|t|. Verifieraatt amplituderna for sinussvéangningarna, b, alla & = 0 och de for
cosinussvangningarna,

i 0, da njamntoch?! O,
an = jiz, om nudda,
T p, dad n=0.

a Verifieraatt om x(t) & enreellvard funktion SAdr c_p = C,ochomvant: Omc_, = ¢, i serien (1.3)
sa & X(t) en redlvard funktion.

(Ledning: Utnyttjaatt ¢, e?Nt + ¢, Nt = 2 Re (¢, &Mt).)

b. Bestédm den komplexafourierserien (1.3) till funktionen i uppgift 1.1.

a Verifieraatt for reellaa och b,acoswt + bsinwt=Acos (wt + | ), dar
A= (a2 + b2LV2ochtanj =-bla, j =—p/2oma=0).

Funktionens maximalvéarde, A, & svangningens amplitud, ] &r fasvinkeln eller faslaget och w/(2p), &r
svangningens frekvens

| ord kan relationen i 1.3a uttryckas: Varje linjarkombination av sinus- och cosinussvangningar med samma
frekvens kan uppfattas som en fasforskjuten cosinussvangning med den frekvensen.

14

15

1.6

b. Vilka & amplituderna A, och fasvinklarnaj , for de olika frekvenserna hos funktionen i uppgift 1.1?
c. Veifieraatt de komlexa koefficienternac, av serien (1.3) dax(t) reell ocksa ges av

cn:%AnéJ'ndén3 1,cn:%A_ne-iJ' ndan£ -lochcy= A u
Funktionen x(t) & 2p-periodisk och

X(t) =5, da—p <t<p.
a. Berékna dess komplexa fourierseriekoefficienter med hjdp av (1.4).
b. Bestdm sedan t ex med hjdp av sambanden (1.5) dess reella fourierseriekoefficienter.

Utfor substitutionent = 2pLt i (1.1) — (1.4) och verifiera darigenom relationerna (1.1') — (1.4).
Verifieraocksa att relationerna (1.5) och (1.6) mellan a-, b- och c-koefficienternagaller of brandrade.
Vilket utseende far de komplexa formlernaom perlodlangden 1?

Funktionen x(t) & 2-periodisk och x(t) = g?z O da—1<t<i,

a. Bestéam dess komplexa fourierseriekoefficienter.
b. Bestdm sedan t ex med hjdp av sambanden (1.5) dess reella fourierseriekoefficienter.
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1.7 Berdknafouriertransformernatill

i1, omft|£ 172, _iet,omO£t, 10, omO£t,
a X() = {0, om [t| > 1/2. b X(0)= {0, omt<O. X() = ie, omt<O0.
d  x@t)=ell

1.8 Grafernapasidan 7 hor till signalerna

. Ix() + 50t (-1, dAlt|£
X(t) = cos(t—1) -3 cos(3,t—1,7) och Xgt) =1 .1

FX(), da§£|t|£8.
Beréknad,, och d, definierade som i (1.9) och (1.10).

19 Lax(t) =1, %(t) =t xa(t) =t2-1/3, dd-1 < t £ 1, medan funktionerna = 0 for Gvriga t-varden.
Bestam funktionernas effektivvardeni intervallet =1 £ t £ 1 och aven funktionsnormernai —¥ <t <¥.

¥
1.10 a Bestdm med hjdp av Parsevasrelation och resultatet av uppgift 1.4avérdet av summan é nlz
n=1
. A £ 1
b. Anvand pa samma sétt resultatet fran uppgift 1.6.afor att summera a vt
n=1

1.11 a Anvéand syntesekvationen for fourierintegralerna och det faktum att % ar fouriertransformen

¥
) ) ) Q sinw/2
av rect(t) for att berékna vardet av 8 W2 dw.

-y

snpa fora !l 0och=1daa =0, brukar kalas ”sinus cardinais’ eller

pa

b. Funktionen som &r =

kortare sinc a.. Vilket varde har sinca da ?Vilkaér nollstéllenatill sinc a? Skissera kurvan.

k ocoo. x

eat dat3 0, o = 10 dat>0,
fo. dat<o, YO lat gateo
Bestdm funktionernas fouriertransformer. Anvand sedan Parsevals rdlation for att bestamma vérdet av

1.12 Léta>0ochx(t) = samt z(t) = e2altl.

¥
: 0 1
mtegralen 8 (aTVVZ)ZdW
Y

1.13 Vilkaav fdljande system L & linjaraoch vilka &r tidsinvarianta:

a X(t) —p L —p 3X(1),
b. X(t) —p L —p 3X(1) +1,
C. X(t) —p L —p 3X(t +1),
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d. X(t) —pp L —p 3t

e. X(t) —p L —p 7X (1),
{

f Xt) —p ] | § x(t) dt,
v
t

g. X(t) —p» L — § X(t) dt,
0
¥

h x(t) —p ] | § X(t) dt,
¥

i. X(t) —po L - X2(1),

j. X(t) —pp L —p - X(1).

1.14 Ett visst LTI-system har pulssvaret
i1 dA-1£t£ 1,
h() = = i+ ;o o y
10, for Ovrigat-varden.

Vilken blir systemets utsignal y(t) om insignalen x(t) ar

a 1, b. t, c. t2 d dgwt

Om innehdllet for ovrigt

| de foljande avsnitten tittar vi ndrmare pa det matemati ska hantverket som hor till de metoder som beskrivits
i den hér inledningen.

Kap 2 tar upp geometriska aspekter pasignalers grafer och infor ett par speciella funktioner med vars hjép
man t.ex. enkelt kan "klippaav” signaer.

Kap 3 handlar om periodiska funktioners enklaste egenskaper och om begreppet " periodisk fortsdttning”.

| kap 4 infors de sa kallade generaliserade funktionerna. Det har namligen visat sig att de "vanliga® funk-
tionernainte helt duger for att pa ett bra séitt beskriva allaténkbara signaler — dessa generaliserade funktioner
passar béttre.

Kap 5 tar upp négra viktiga summationsformler. Dessa utgor grunden i fouriermetoderna.
Kap 6 handlar om komplexafourierserier och fourierserietransformen.

Och dlutligen handlar

kap 7 om fouriertransformen och dess egenskaper.

18



2. Geometriskt om grafer

En av den har kursens syften &r att ge de viktigaste matemati ska metoderna som man anvander for att be-
arbetasignaer av olika dag. Ofta ar det sd att den signal som man iakttar inte &r den egentliga, utan det man
"ser” ar nagon slags deformation, forvrangning eller stympning av den "riktiga’. Det & darfor viktigt att
paolika sitt kunna "manipulera’ grafiska bilder av signaler. Varje sddan mani pulation har en analytisk
(d.v.s. "formelmassig”) motsvarighet. Vi gar igenom nagra enkla men viktiga sadana fall. Signalen gav
tanker vi oss beskriven av en funktion x(t), dar t ofta har (men inte maste ha) dimensionen tid.1! Grafiskt

|&er vi x-axeln varavertika och t-axeln horisontell.

1 Trandation i horisontell led, x(t —a)

Om x(t) forskjuts a enheter i t-axelriktningen, safar man grafen
for x(t — a).

2 Trandation i vertikal led, x(t) + a

Om grafen for x(t) forskjuts a enheter i x-axelriktningen, safar
man grafen for x(t) + a.

3. Speglingi vertikala axeln, x(—t)

Om grafen for x(t) speglasi x-axeln, safar man grafen for x(—t).
Funktioner vars grafer vergdr i sig galvavid en sadan spegling
kallasjamna funktioner. Analytiskt:

X(t) jamn 0 x(t) = (). (2.1)
Exempel pdjémnafuktioner: 1, t2, t" d&r n ett jamnt heltal, cost,
sint

sin?, |t| och 5

X(t) X(t—a)

AN

X(t) X(—1)
ANV AN
t —t t

11 | galva verket racker funktionsbegreppet, s& som det brukar definieras t.ex. i 1l:ans grundkurser, inte riktigt for

signalteorins behov, men det problemet tar vi upp forst senare.
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4. Soegling i horisontella axeln, — x(t)
Om grafen for x(t) speglasi t-axeln, sdfar man grafen for — x(t).

5. Vridning ett halvt varv kring origo, — X(—t)

Om grafen for x(t) vrids ett halvt varv kring punkten (0,0) i tx-
planet, sAfar man grafen for —x(—t).

Funktioner vars grafer dvergdr i sig savavid en sddan vridning
kallasudda funktioner. Analytiskt:

X(t) uddaU —x(t) = x(—t). (2.2)
Exempel pa& udda fuktioner: t, t3, t" dar n ett udda heltal,

sint,tmt,signtgaglzl%

6. Skalning i horisontell led, x(at)

Om grafen for x(t) trycks ihop (resp. t6js) sa att avstandentill x-
axeln blir%1 ggr mindre (a>1) resp. storre (0<a<1), sa far
man grafen for x(at),

7. Skalning i vertikal led, a:x(t)

Om grafen for x(t) t6js (resp. trycks ihop) sa att avstanden till t-
axeln blir a ggr storre (a>1) resp. mindre (O<a<1), sa far man
grafen for a - x(t).

8 Areabevarande skalning, a-x(at)

Grafen for a-x(at), a> 1, erhdlls genom att grafen for x(t) trycks
ihopi t-led och t6jsi x-led. " Areorna’ mellan graferna och t-axeln

& dadensammai badafallen, ty
¥

Q ] .
8 ax(at) dt = ésubst at® tu=Q X(t) dt.

k ooo k

-y

(Detsammagdler om0 < a< 1, mendaér det fraga om tojning i t-

led och hoptryckning x-led.)
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9. Trunkering12. Rektangel funktioner

() | |
Om en signal iakttas under ett kortare tidsintervall &n sin totala © | |
varaktighet, sAhar man att goéra med en trunkerad signal. | figuren I |
hér bredvid har man " skurit ut” den del (fet linje) av signalgrafen

X(t) (tunnlinje) som ligger i intervalleta £ t £ b och "glomt” den | I
del som ligger utanfér intervallet. Analytiskt kan man beskrivadetta |

genom att inféra den "trunkerade” funktionen: |

I

_iX(1), dda<t<b, 1 N/ — >
X0 =1 dat>belert<a | Ve ot

Oftavill man dock salangt mgjligt undvika att anvanda klammersymbolen. Man kan fa en mera koncis be-

skrivning av den trunkerade funktionen genom att till menageriet av standardformler foga s.k. rektangel funk-
tioner:

\ rect, (1)
1 —m—

, a<t<b,

il da
Omac<b rectia,p) (f) ~10, dat>bdlert<a

: —
a b

Den trunkerade funktionen ges da av
xr(t) = X(t) - rectap ().

Rektangel funktionerna hor till de strackvis konstanta funktionerna och & nara slékt med tva andra sédana
funktioner, som ocksa fétt ndgot sa nér vedertagna namn:

A
1 ——
Sgnumfunktionen: sign(t)
S _11,dado<t, >
MO =1 dar<o @3 t
-1
(Skrivningen sgn (t) anvands ocksa.)
| | | " u()
Enhetsspranget, ("the unit-step-function”, stegfunktionen, 1
Heavisides funktionl4)
i 1, ddo<t, >
O =10, dat<o, (24 t

Man har att

12 Ordet betyder "avhuggning” och kommer ursprungligen frén det |atinska verbet fér ”hugga av”, trunco. P& engelska heter
det truncation.

13 Den nogranne undrar kanske vad som hander med x:s varden for t = aoch b. Det problemet (som egentligen inte & nagot
problem) kommenteras narmare langre fram.

14 Efter Oliver Heaviside, brittisk fysiker och ingenjér, 1850 — 1925. Inférde funktionen ifréga vid sina kalkyler inom
elléran. Beteckningen for den & tyvarr inte standardiserad (8n?). | amerikansk litteratur skrivs som ovan ofta u. En annan
vanlig beteckning & H, medan uppslagsverket b anvander sig av g!
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sign (9 = 2u(t) —1,u() = 3D+ 1L

ochoma<b rectia by () = u(t—a)—u(t—b) = u(t—a)-u(b —t). (Kontrollera dettal)
Vi anvénder ocksa beteckningen \ rect (1)
rect(t) 1 ——

for rect_1/2,1/2] (1), d.v.s. for rektangelfunktionen som & = 1i ett intervall '
av langd 1, symmetriskt belaget kring origo. Funktionen i fraga &r jamn. :

Y

-1/21 1/2 t

1L om|t|< 12, \ rect (t/p)
rect (0 = 10, om |t|> L2 (25) 1 —_—T
: —
—p/2 p/2 t

Ovningar till kapitel 2:
2.1 Skisserai ssmmadiagram grafernatill:

a sint, Sn2t och sinl,

b. sint, 2sntoch %sint.

22 a  Skissragrafentill
fl—|t—1|, dA0OEtE 2,
x(®) = 1 0 4
: at>2dlert<0

och skissera sedan grafernafor

b.  yO=x-19), ¢ yO)=-xt), d yt)=-x-1),

ey =x2), f. y(t) = x(t/2), g yibO=xt+1),

h.  y(t) =10 x(10%), i.  y(t) = (x(t))100

j. Ge en "formelbeskrivning” i samma stil som (*) for funktionen y(t) = x(2t).
23 a Veifieraatt y(t) = x(t) + x(—t) & enjamn och att z(t) = x(t) — x(-t) & en udda funktion.

b.  Eftersom x(t) = X() +2X(_ H . xO _ZX(_ 9 , & kan tydligen varje funktion skrivas som en

Hsumma av en jamn och en udda funktion. Visa att det bara finns en sddan omskrivning, d.v.s.

*)

X(t) )q(t) I Xu(t), dar X arjamn OCth udda, (**)
O .
Xj (t) = X(t)i 2X(t) och xu(t) = M )

Ledning: Kombineralikheten (**) med den man fé&r dat byts mot —t.
Funktionernax; och x, i uppgift 2.3b. brukar kallas den jamna respektive udda delen av funktionen x.

De betecknasibland Ev{ x(t)} respektive Od{ x(t)} .
2.4 Vilka&r dejdmnarespektive udda delarnatill

; 1
t t
a el b. ell C. 1t
25 Veifieraatt
Bt—a—bo
a  rect_o12)(t) =rect(t/L), b.  rect, b (t) = rect 20-2) 5
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3. Om periodiska funktioner och periodisk fortsattning

Man séger att en funktion x(t) & periodisk: med periodiangd L (eller kortare L-periodisk) om
L >0ochx(t+ L) =x(t) for dlat.

Grafernafor sadana funktioner karakteriseras tydligen (jamfor §2.1 ovan) av att de 6vergdr i sig sévadade
forskjutsL, 2L, 3L, ... langdenheter i & vanster eller hoger.

X(t)
alaelaai®
[l \l \‘
t—L t t +L

Vakanda exempel pa periodiska funktioner &r de trigonometriska funktionerna cos t och sin t (2p-
periodiska), samt tan x och cot x (p-periodiska). Mera udda exempel utgor konstanterna, x(t) = C, som
tydligen & L-periodiskafor vilket L som helst.

Om en funktion &r L-periodisk sA &r den automatiskt ocksa 2L -periodisk, 3L- -periodisk, 4L-periodisk 0.s.v. —
exempelwsar tan t ocksa 2p-periodisk. Bortsett fran de konstanta funktionerna, sa kan man visa att det i ala
i praktiken intressanta fall altid finns en minsta positiv period till varje periodisk funktion.’®> Den
periodlangden kallas fundamentalperioden. For de trigonometriska funktionerna i det foregéende stycket
angavs just deras fundamental perioder. Konstanterna har ingen fundamental period.

Ovningar: 3.1, 3.2, sid. 25.

Om man fraén grafen till en L-periodisk funktion ersétter allt som ligger utanfor ett t-intervall med langden L,
tex. intervallet —L/2 <t £ L/2, med motsvarande del av t-axeln sa kan man séga att man har ”skurit ut” en
period av grafen,

x (1)

T T
-L/2 L/2
Analytiskt kan man beskriva denna” stympning” med, att man bildar funktionen
Ix(t) om-L/2<tE£L/2

10, for dladvrigat. E’,_X(t) rect(t/L).

Man séger att x(t) & den L-periodiska fortsattningen till xL(t) Funktlonen X(t) kan aterskapas fran x_ (t)
genom att man adderar funktionernax_ (t—nL),n=0, £1, £2, .
4

x)= a x (t—nL). (3.1)
n=—¥

15 Mera precist galler: Om en icke-konstant funktion x(t) & periodisk och kontinuerlig i &minstone en punkt s har
funktionen en minsta positiv period som alla andra & heltalsmultipler av. Beviset for detta & inte alldeles enkelt och
utel@mnas.
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Lagg marke till att en funktion x(t) som &r definierad av ett samband av typen (3.1) altid & L-periodisk —
och detta aldeles oavsett vilken funktion x_ man utgar ifran — bara den oandliga serien konvergerar.

Mera generellt har man kommit Gverens om:

Definition: (Periodisk: fortsattning av funktion)

¥
Funktionen X(t) = é y(t—nL)

n=—%¥
ségs vara den L-periodiska fortsattningen av funktionen y(t) — forutsatt att serien & konvergent.

y(t+2L) (®) y(t—2L)

y(t+3L) y(t+L) y(t—-L) y(t=3L)

x(t)

,,,,,, -3L -2 -L L 2L 3L ...
Exempel 3.1
Grafen av funktionen A
g f1-ltl dalti£L 1
YO=to,  d@ats1 y(®
har skissatsi figuren hér bredvid.
) >
- t

De L-periodiskafortséttningarnatill dennafor L = 3, 2, 3/2, och
1 har dafoljande grafer: (Kontrollera detta som en 6vning!)

y

3-periodisk fortséttning

SOOI,

Ovningar: 3.3-3.5, sid. 25.
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Ovningar till kapitel 3:

31

3.2

3.3

34

35

Bestam fundamental periodernatill
a costsint, b. |cost], c. tanpt.

Vefieraatt x(t) =t — &0, dar eto = stérsta heltalet £ t, & periodisk och ange dess fundamental period.

Skriv upp analytiska uttryck for de 3-, 2- och 1,5-periodiska fortséttningarna i exempel 3.1 ovan.
V] att goradettai intervall symmetriska kring origo och med respektive fundamental periods langd.

Skissera den 3-periodiska fortsdttningen till
i 1-12, da|t|£ 1,
x®) =1 [t]-1,dal<|t] £2,
0, da|t]| > 2.

Vilken & den 1-periodiska fortséttningen av
X(t) = 121, dat >0,

10, dat£0,
i fundamentalintervallet0<t £ 1?
Ledning 1 +k+ k2 + ... +kN+ ... =1/(1—k) om | k| < 1.
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4. Om matematisk beskrivning av signaler

4.1 Informell inledning. d-funktioner och generaliserade funktioner

En"signal” &r for oss ett samlingsnamn pa nagon méatbar storhet som beror pa en reell variabel (ofta med
tidsdimension).

Exempelvis.
[1] et varierande lufttryck vid nagon punkt i rummet (ljudsignal),
[2] et varierande stromstyrka (eller spanning) i en elektrisk ledning (telefonsignal),
[3] ett varierande elektromagnetiskt falt i en viss punkt i rummet (radiosignal, ljussignal),

| dessafall har man vid varje tidpunkt t en signalstyrka x och det &r naturligt att forsoka beskriva signalen
med en funktion x(t) av den reellavariabeln t. Sadana signaler brukar kallas tidskontinuerliga.

[4] enfoljdav ta dler tecken (fran nagot alfabet) som kommer med ett visst antal per sekund (digital
signal).

Signaler av det senare daget brukar kallas tidsdiskreta. Eftersom ett antal tecken alltid kan "kodas’ med tal
sa kan en sadan signal alltid beskrivas matematiskt som en talfoljd. Om de olika tecknen inkommer vid
tidpunkternaO, T, 2T, ..., nT, ... , kan man skrivat.ex x(0), X(T), X(2t), ... , x(nT), ..., fér den talféljden. Om
"steglangden” T & kand eller ointressant kan man man lika garna betecknax(nT) med X, eller, som det &r
kutym i signalteoretiska skrifter, med x[n]. Klammerparentesen skall paminnaom att n &r en heltalsvariabel i
motsatstill den reella variabelnt i x(t).

A x(1)

P o gy
W\VW ]

S

Tidskontinuerlig reell signa Tidsdiskret reell signa

1

Intensitetsvariabeln x uppfattar man kanske garna ocksa som en reell variabel, men det har visat sig lampligt
att i allménhet |ata den vara en komplex storhet: En ideal vaxelstrom beskrivs exempelvis egentligen av en
funktion av av typen x(t) = Acos (wt—j ), darw/2p & frekvensen,j fasvinkeln och

A A amplituden, men man foredrar att uppfatta signalen som
A en linjar kombination av komplexaexponentialfunktioner:

wj i iWj .
x(t):Ae_Z| e'Wt+Ae‘2 e-iwt

En viktig anledning till det speciella intresset for just de
- - komplexa exponentialfunktionernadr den roll de spelar
P 2p’W_)'\ som egenfunktioner till LTI-system (se (1.21) i avsnitt
1.4) och att (oandliga) linjdrkombinationer av dem kan
framstdlavilka som helst signaler (syntesekvationen (1.5)
for fourierintegraler).
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Som ett forsta forsok till en generell matematisk modell for signaler skulle man kunnata:

[a En tidskontinuerlig signal motsvaras altid av ndgon komplexvérd funktion x(t) av en redll
variabe t.
[b] Entidsdiskret signal motsvaras dltid av nagon foljd av komplexatal, x{n], n heltal.

Det har dock visat sig att [a]-delen &r alltfor inskrankande for att tédcka behoven — somliga signaler har just
ingen varaktighet utan kommer som en”impuls’ pa "nolltid”. En sadan signal |ater sig inte beskrivas av
nagon funktion, i varjefall inte som begreppet "funktion” definierats i den "klassiska” analysen. Innan vi
modifierar [a] pa ett passande sitt maste vi darfor diskutera dennatyp av signaler litet narmare.

Med impulsen hos en tidskontinuerlig signal x(t) av typen [a@ under tidsintervallet a £ t £ b menar man
vardet av integralen

x(t)dt. (16 (4.1)

SieleloNoy

Om x(t) = O utanfor intervallet a £ t £ b sd&r vardet av integralen (4.1) desstotalaimpuls.

\ x(t) \ X A ><(t)3

/2

1/2

1 1t ar e Y B T
Signalerna x(t) med grafer som i figurerna ovan har alla samma totala impuls 1, men olika
varaktighet (2, 1 resp 2/3 tidsenheter). Med signalens varaktighet menas da langden av det
kortaste intervall utanfor vilket den & = 0.

For att smidigt kunna hantera signaler med mycket kort varaktighet, men med total impuls® 0 har man inom
matematikenskapat dartill speciellt anpassade begrepp — de sa kallade generaliserade funktionerna eller
distributionerna. En strikt matematisk definition av dessa skulle fora oss for langt bort fran den har kursens
onskade innehdll, savi nojer oss med en meraintuitiv beskrivning av dem.

En signal som kommer vid tident = 0 med total impuls \
1 och varaktighet 0 motsvaras av den s& kallade del- »d(t) | areaz1
tafunktionen d(t).
Approximativt svarar signalenmot en puls som den i 1‘ d(t)
den vanstra figuren hér bredvid och d-funktionensjélv _
I - _—

kan garnaillustreras grafiskt som i den hégra figuren
med en uppétriktad pil utgaende fran origo med langd
1 enhet.

16 Ordet "impuls’ f&r inte altid tas bokstavligt i fysikalisk mening (n&got med dimensionen kraft ~ tid) — for t.ex. en
elektrisk signal, dar x betecknar stromstyrkan, sa kommer "impulsen” att vara den laddningsméngd som passerat under
tidsintervallet.
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Pa motsvarande sétt kommer en impuls av storleken |,
\ » | d(t—a) A som kommer vid tidpunkten a att motsvaras av den
hd(t-2a) generaliserade funktionen

| -d(t—a)

Vi kallar dessa signaltyper deltapulserl’. Punkten a
: kalas pulsens singularitet. Man Gverenskommer
a t a ¢ vidareatt d(t—a) =0 dat? aoch saknar vardedat =
a

area = |

Observeraatt d-pulsernainte & nagrafunktioner i “vanlig” mening! For en "vanlig” funktion x(t) som &r

¥ ¥
—0d&t? 0,4 § x(t) dit = 0, medan det for d-pulsen férvantas galla att § x(t) dt = 1.

-¥ -¥
d-pulsen &r alltsden "nytt” sorts begrepp — en generaliserad funktion. en generaliserad funktion.

Litet darvigt (men tréffande) kan man séga att
[&] tidskontinuerliga signaler ar, matematiskt sett, uppbyggda av summor av funktioner av en

variabel och deltapulser samt deras derivator18.
Ovning: 4.1, sid. 39.

Innan vi g& vidare med signalteorin maste vi titta litet ndrmare pa

4.2 Egenskaper hos generaliserade funktioner och hur man réknar med dem19
4.2.1. Integration av d-pulser

Detapulserna kan integreras 6ver intervall dar &ndpunkternadr® den singuléra punkten:

Betraktat.ex. pulsen d(t). Om b £ t £ ¢ ar ett intervall som har den singuldra punktent = 0 i sitt inre, sa
kommer de signaler xg(t) som approximerar d(t) och har tillrackligt kort varaktighet, att vara® 0 barai en del

Cc C
- [} O O o Q

av dettaintervall. Eftersom man da har att 8 Xe(t) dt = 1, sadr ocksa 8 d(t)dt=1.
b b

Cc
. : : o o . . Q i}
Om aandra sidan punkten t =0 ligger utanfor intervallet, saér xg(t) = 01i intervallet, dvs. 8 Xe(t) dt = 0, varfor

b
c

., 9 o vy £
ocksa 8 d(t) dt = 0. Pamotsvarande sétt far man att
b

17 Dekallas ocksd Diracpulser (eller Diracfunktioner) efter den engelske fysikern och Nobelpristagaren Paul Dirac (1902 —
1984).

18 Vi kommer till vad dessa & nedan (§4.2.6).

19 Resonemangeni det har avsnittet & heuristiska. (Heuristik = Metod att upptécka eller bilda ny kunskap.) Nagra strikta
bevis for sambanden i detta avsnitt kan inte ges har, eftersom vi inte har ndgon en formell definition av vad "genera-
liserade funktioner” &r for nagot att utgaifran.
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i1, omaérinrepunkt i integrationsintervallet,
d(t a) dt -$ . - . 4.2)
0, om a &r yttre punkt till integrationsintervallet.

T 0000

Ovning: 4.2, sid. 39.

4.2.2. Multiplikation med d-pul ser
Lat Xe(t) vara en funktion som approximerar d(t — a) och som har en kort

t)»d(t—
\ %> d(t-a varaktighet e, d.v.s.

area=1

Xe(t) =0,da|t—a|® e/2 och

Xe() dt=1ombEf a-e/2,a+e/2 E£c

T T T _—

T 0000

a-e2 2 a+eP?

Om nu y(t) & en funktion som &r kontinuerligi x = a, sa & for sma e, y(t) » y(a) da |t — a| £ e/2. Detta
innebar att y(t)-xe(t) » y(a)Xe(t) for alla dessat och approximationen kan férvantas bli béttre och béttre ju

mindree &r. Laer mene® O+ f& man

YO-dt-a) = y@)-d(t-a) (4.3)
A\ v (1)
/m
Uttrycket y(a)-d(t — a) kan uppfattas som en modell for
en avlasning avy.svérdei t = a — man samplar yvid /_\/ dt - a)
"tidpunkten” a.
a T

C Cc C

Av (4.3) f& man ocksa att § y(t)-d(t — a) dt = § y(a)-d(t—a) dt =y(a) § d(t—a) dt , dvsenligt (4.2)

b b b
C
iy(a), omb <a<cochy(t) & kontinuerligi t = a,
8 vt)dt—a) dt = * | » (4.4)
0 0, omaligger utanfor intervalletb £ t £ c.
b

Anmérkning: Forfarandet forutsétter att den funktion y(t) som man multiplicerar med & kontinuerlig i d-pulsens singularitet
Vi véljer att inte definiera multiplikation med andra funktioner y &n dessal Detta verkar kanske litet ofullsténdigt men &r

egentligen inget konstigt. Jamfoér med matnsmultlpllkatlonen som heller inte & definierad mellan godtyckliga matriser
utan barafér sddana som har passande format.

Ovning 4.3, sid. 39.
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Den sistarelationen i Gvni ngen oven utsager att d-funktionen, nér det gaIIer faltning, agerar anal ogt med talet
1 vid multiplikation —nar man "multiplicerar” (las: faltar) med den sa "hander ingenting”. Definitionerna
av de generaliserade funktionerna och av faltningen kan goras sa att relationen

y(®) = d(t) = y(9

gdler for alageneraliserade funktioner y(t) (altsa aven for dem som inte & kontinuerliga).

4.2.3 Linearitet vid integration

I ntegrationsreglerna for generaliserade funktioner ar i mangt och mycket desamma som for de "vanliga”
envariabe funktionerna. Man har exempelvis att

C C C
§ (kx(®) + 1 y(0)) dt = k o X(t) dt + | o y(0) d, (4.5)
b b b

dér k och | & konstanter, ocksa géller for generaliserade funktioner x(t) och y(t).

Exempel 4.1:
a. Om x(t) = sin pt + 3 cos pt och y(t) = d(t + 3) — d(t), sd&r

X(®) -y(t) =(sinpt+ 3cospt)d(t+3)—(sinpt+ 3cospt)d(t)) dt = énligt (4.3)u

= é(sin pt + SCospt)g:_Sd(t +3) —g(sin pt + ?)cospt)Ek:0 d(t)
= [0+ 3«(=D)]-d(t + 3) — [0 + 3-1]-d(t) = =3(d(t + 3) + d(t)).

b. Om x(t) = sin pt + 3 cos pt och y(t) = d(t + 3) — d(t), A&

3 3
§ X(t) - y(t) dt = § ((sm pt + 3 cos pt )d(t + 3) — ( sin pt + 3 cos pt )d(t)) dt = éenligt (4.5)0
-2 -2
3 3
= § (sinpt+ 3 cospt)d(t + 3) dt— § (sinpt + 3 cos pt )d(t) dt
-2 -2

€Enligt (4.4). Obs att den forsta H , .
= gd—pulsens singularitet, t = -3, H: 0-— E(Sin pt + 3 cos pt )E 0= [0+31] =-
€ligger utanfor integrationsintervallet.U

Ovning: 4.4, sid. 39.
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Ocksa substitutionsregeln for integration géller ofrandrad for linjéra substitutioner (t = at + b).
Exempelvis har man fér konstanter a > O:

¥ ¥
Q@) (hot=éat=t,d=dt/at® +¥ b t® t¥a=1 0 d(1)] Wayt =117,
— —¥

4.2.4 d-funktionen och LTI-system

Hos L TI-systemen spelar d-funktionen ocksa en viktig roll: Lat h(t) varautsignalen till ett LTI-system dad-
funktionen valts som insigna (h kan ldampligen kallas pulssvaret):

d®) —p L - h(t).
Dakommer, pagrund av tidsinvariansen
dit—t) —pm L —p h(t-t),
dart ar ett godtyckligt redllt tal. Multiplikation med x(t) ger, pAgrund av linjariteten
X(t)dt—t) —p» L —pp X(t)h(t—t),
Integreras ("linjarkombineras’) detta med avseende pat, safar man
¥ ¥
X(t) = §¥x(t)d(t—t) dt —pp L —p §¥x(t)h(t—t) dt = h(t) = x(t),

och vi far det som pastodsi (1.22) i det inledande avsnittet om LTI-system.

d-funktionen kan ocksa upptrada som pulssvarsfunktion till ett LTI-system:

xt) —p d () —p ()

Har & y(t) = d(t) = x(t) = x(t), dvs. systemet & det "triviala’ system dér utsignalen &r identisk med insigna
len.

Ovning: 4.5, sid. 39.
4.2.5 Likhet mellan generaliserade funktioner. Skalning av d-funktionen

_ f1,omt3 0, i1, omt>0,
Funktionernax (t) = { och Xo(t) = {

10,omt<0 10,omt
X (1)
1f7 1
\II __—
t

a inteidentiska eftersom x1(0) * x2(0).

£0
%(0)
]§7 19 %) ~ X4
T T

—
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Men om de déremot &r beskrivningar pa signaler finns det ingen anledning att betrakta dem som olika
eftersom skillnaden inte gér att detektera med nagra fysikaliska instrument. Man dverenskommer bl.a. darfor
att betrakta tva generdiserade funktioner (signaler) x;(t) och xo(t) som likaom

¥ X ¥ ¥ 0
Q ~ Q . Q . -
Q (a(®) — %) () dt= éu Q (i (Ot =9 % Od>
-y -y -y 9
for godtyckliga (tillrackligt regul&ra) funktioner j (t).
Exempelvis har man enligt det féregdende avsnittet att
¥ ¥
Q 1O _ ¢d@®.
8d(at)j(t)dt— = 8 a j (t)dt
-¥ ¥
for "godtyckliga’ funktioner j (t). D.v.s.
d(a) = 2 d(),oma>0, (4.6)

Ovning: 4.6, sid. 39.

4.2.6 Generaliserad derivering av kontinuerliga funktioner

Ett av de mest fundamentala sambanden mellan begreppen derivata och integral & som bekant:
t

g X (t) dt = x(t) ~x(b). 4.7

b
Enligt denna kan man exakt ber&kna en funktions alla varden om man kénner dess derivata och dess varde i
en endapunkt. | bevisen for detta brukar man forutsétta att X (t) existerar i varenda punkt i intervallet, men
relationen &r faktiskt riktig ocksd om x(t) uppfyller det svagare villkoret att vara kontinuerlig och strackvis
deriverbar med eventuellt olika hdger- och vansterderivatai enstaka punkter.

Att kontinuiteten & en vasentlig inskrankning syns bl.a. av foljande:
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Exempel 4.2:

" u(t)
i1,omt>0, 1

Betrakta enhetsspréanget (20 u(t) = { 0,omt<0

_—

t

Dess derivata u'(:[) & uppenbarligen = 0, dat ¢ 0 medan den enligt den klassiska analysens definitioner
saknar derivatadat = 0. Har kan man inte med enbart kdnnedom om derivatan och att exempelvisu(-1) = 0,
bestammavardet av u(1) — information om sprangets storlek for t = 0 saknas!

Approximeras u(t) med deriverbara funktioner ug(t) som i figuren till vénster, dér
man i det kortaintervallet —e/2 £ t £ e/2 skarvat | den Ovrigadelen av grafen for u
med en st vaxande kurva, safar man daremot en funktion for vilken huvudsatsen
(4.7) tillamplig:

(g) , il,omt>e?2
8 Ue (t) dt = ug(f) — Ue(—1) = Ue(t) = +o omt<—e2.
-1

Oavsett hur ug(t) har definieratsi intervallet -/2 £ t £ /2, sAkommer ug (t) att ha principutseendet

\
Ué(t) »d(t)

area=1

) 1 ~

—e2 e t

d.v.s. U (t) approximerar d(t) dae® O+. Det ar darfor motiverat att uppfattad(t) som (den generaliserade)

derivatan av stegfunktionen u(t):
u'(t) = d(t) (4.8)

Med detta generali serade derivatabegrepp kommer likheten (4.6) att vara giltig aven for funktionen u(t):

t R .
11, omt>0¢

Q _ 9 _ _
gumd=gdyd=f omt<o.ﬁ' u(t) — u(=1).
-1 -1

Pa motsvarande sétt kan man generaliserat deriverafunktioner vars grafer bestar av styckvis slatakurvor sa
nér som paisolerade sprang. En funktion med en graf som

v X(t)
N\
ANV .
a t

20 ges20.
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kan namligen uppfattas som summan av tva funktioner:

y(t) d-u(t—a)
! * N
AN d]”
\Ja T Ly a T

dér den ena, y(t), & deriverbar utom méjligen for t = a men i varje fall kontinuerlig ocksadat = a, och den
andrad-u(t — a) & en multipel av en stegfunktion. Man sétter darfor

X () = y (1) + dd(t—a).

Meraallmant om x(t) & en strackvis deriverbar funktion med sprangdiskontinuiteter d;, dy, ... i punkterna
a,ay, ..., A&

generdiserade derivatan av x(t) = "klassiska’ derivatan av x(t) + did(t—ag) + dbd(t—ap) + ...

Exempel 4.3:
Signumfunktionen &r liksom enhetsspranget en strackvis konstant funktion. A
Den har ett sprang av storleken +2 i origo. Allts& 1
d . sgn(t)
gt Sion (t) = 2d(1). -
t

Sammaresultat far man (forstds) om man deriverar relationen:
sign(t) =2u(t) -1 -1
med hjdp av de vanliga deriveringsreglerna.

A rect (t/p)
For den strackvis konstanta funktionen I

rect(t/p) = u(t + p/2) —u(t —p/2) : :

géller p& motsvarande sitt —pI/2 p'/_’z t
& rect(Up) = d(t + p/2) —d(t - pl2).
Exempel 4.4:
it2, om|t|<2,
Problem: Berékna den generaiserade derivatan till x(t) = 1
0,om |t|>2,

Losning: Funktionen x(t) & deriverbar i klassisk mening dat* +2, men har sprangdiskontinuiteter i dessa
punkter med sprang +4 resp. —4. Den generaliserade derivatan ges darfor av

i2t,om|t]<2{

x(®= +0 om |t| >2,ﬁ

M INEQG Al xo

: } e

_2| ) = _/ .
v

+ 4d(t + 2) — 4d(t—2).

~Y
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Om vi behover skilja pa den klassiska derivatan fran den generaliserade skriver vi i fortsattningen { X (t)}

eler :%“ for den klassiska, medan samma symboler utan {}-tecknen far sta for den generaliserade2! Hogre
]

generaliserade derivator berdknas efter samma monster.

Exempel 4.5:
Problem: Beréknax " (t) dax(t) = [t].
m . , i 1 Om t > O’U . N m . o
Losning: Man har X (t) = i 1 omt< Og = sign (t), som & strackvis konstant, med ett sprang av storleken
| .

+2fort=0. Alltsd ar

X7 (1) = {xX ()} + 2d(t) = 2d(0).

X(t) X (1)
X A
It ST 2d(t)

= 1 >
t t

~V

Ovningar: 4.7 —4.10, sid. 39.

4.2.7 Derivering av d-pul ser

Tanken att generaliserade funktioner approxi- A
meras av deriverbarafunktioner kan anvandas for

att definiera derivering av generaliserade =ug(®)»d()

areorna ar lika

funktioner. Hur detta fungerar kan man ana av area =1

foljande skissartade exempel: Xe(t) » d'(t)
Betrakta d-funktionen. Den approximeras av — >
deriverbara funktioner xe(t) med grafer som i den ; . > _ o2 t
vanstra figuren. Derivatan d'(t) kommer da att gy e t

approximeras av Xe (t), som, om xg(t):s maximum
antas for t = 0, kommer att ha principutseendet som i den hdgra figuren. For interval b £ t £ ¢ som har
intervallet —e/2 £ t £ e/2i gitt inre har man:

(@]

7

§ Xe (1) dt = Xe(€) —Xe(b) = 0 och, meraalmant for godtyckliga deriverbara funktioner y(t):

b

¢ , L~ C ¢

Q . o . F o 0

8 y(t)- X" (t) dt = éPartiell integrationtl = g/(t) -Xe(t)ki]— 8 Y () Xe(t) dt =0— 8 Y (1) %e(t) dt,

b b b
¢ ¢

dér den hograledet ® — § v (0)-d(t) dt =—y/(0) § d(t) dt om e® O+. Det véinstra ledet kan uppfattas

b b

21 NAgot allméant vedertaget beteckningssétt for detta finns veterligen inte (annu?) .
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Cc
som en approximation till § y(t)- d"(t) dt och man leds till de relationer som beskriver d”:s vasentligaste

b
egenskaper:

(9]

5 i —y'(0), omb <0< coch y(t) har kontinuerlig derivata,

t)-d'(t) dt= 4.9
Y- * 0, om O ligger utanfér intervallet b £ t £ c. (4.9)

S ocoo

Allméannare kan man definiera derivatan for en godtycklig generaliserad funktion sa att den vanliga
rakneregeln for partiell integration gdller:

C C
§ YO X (O dt = g/(t) -x(t)i - § v (0)X(t) | (4.10)
b b

dock med inskrankningen att funktionernax och y inte har ndgon gemensam singularitet och att andpunk-
terna® singulariteterna. Sambandet (4.9) & ett specidfall av (4.10):

C Cc Cc

Q , - I 9. _ &) =dcg=00chU_ @ .

8y d @ dt = o A0~ 8Y 040 dt=g/.qn =y (0)a(pii=—Y @8 dO . (9)

b b b
Derivator av godtycklig ordning kan definieras efter samma monster. Aven dessa higre derivator &r gene-
raliserade funktioner for vilka raknereglerna ovan géller. Man har t.ex. for d-funktionensandraderivataoch
tva ganger kontinuerligt deriverbara funktioner y:

Cc Cc C
o . B b QL & B)=d Q=0 o @
8y d” () dt = o O ~8YOTOd=Earigy Y=Y Ot
b b b
Pa samma sétt far man det allmannare
¢ ¢
§ y(t)- d(t) dt = (—1)”y(”)(0)§ d(t) dt. (4.12)
b b
Exempel 4.6:
X(t) L2
Problem: L&t x(t) =1—1t2, om [t| £ 1, = O for 6vriga t-varden. Beraknax, /‘A‘\
X ochx .
1 1 Tt
Losning: x(t) & kontinuerlig och saknar darfor sprangdiskontinuiteter, A
varay !
0, omt<-1, X1 L
X (1) ={xX (1)} :#—Zt, om-1<t<l, !
0, omt> 1. . ; >
Dennafunktion har sprang av storleken +2 fort=-1ocht=1, mena 1 1t
annars kontinuerlig. i
) R
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Man f&r andraderivatan

i 0, omt<-l, y \
X7 (1) = { =2, om-1<t<l ¥ +2d{t+ 1)+ 2d(t-1).
0, omt> 1. L2 2
e et X'(1)
={X" (1)} 1 '
Den forstatermen & en strackvis konstant funktion med sprang -2 for t = i i
-1 och sprang +2 for t =1, for Ovrigat & den deriverbar med derivatan = E E
0. Alltsa{x “(H} =0dat 1 +1 och e 2

X)) ==2d(t+1) + 2d(t—1) + 2d"(t + 1) + 2d"(t - 1).
Exempel 4.7:

¥
Problem: Utnyttja resultatet i foregdende exempel for att berdknaintegralen § X(t) Wt dt.

¥
Losning: Eftersom x(t) och dess derivator & = 0 utanfor intervallet —1 £ t £ 1 sd ger partiell integration
¥ ¥ ¥ ¥
19 @ 1 o2 e 1 o3
Wtgt=—.— Wt dt = Wt dt = wt
o X(t) Wt dt = ~iw 8 X () Wt dt = 8_1 8 X (t) Wt ot = & iwg 0 X7 (t) Wt .
—¥ -¥ -¥ —¥

Resultatet fran foregaende exempel ger att detta ar
-1 (-2[8Wt]i= 1 +2[eWt ]t = 1 +2fweWl Jt= g +2[weWt [y = 1) =

:_V%JB (_e—jw +eW —jw(edw + eiW)) = \;’s (snw—w cosw),

dér man anvéant att 6W —edW = 2j sinw och W + edW = 2 cos w.

Exempel 4.8
1 1-t], da t]<1,

a. Lax(t) = :0, dalt]> 1. Berdkna dess fouriertransform.

Lasningskisser : En réttfram mojlighet &

¥ 0 1

4 . 4 . 4 .
X(w) =0 x(0) edWtdt =9 (1+1) edWtdt+ 0 (1-1) eIWtd,

-¥ -1 0

dar integralerna sedan |6ses med hjép av partiell integration.
En annan att man observerar (ritafig och kontrolleral) att

X () =dt+21)—2dt) +d(t—1),
samt att

x) edwtdt = QX (t)

(5w, )2
(partidlintegrera tva ganger och notera att de utintegrerade termerna = 0, eftersom
X(t) edWt ® 0,dat® +¥))

k 00O K
k OO0 K
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Man fér sedan direkt att
¥

1 TR
th Wt gt = %—‘Wt —2&jwt +%—‘Wt \
80 w2} L b, - B, b
~ 2
=—W2{dt—2+ et} = w2 (1 —cosw).
1
Dettaomw? 0, For w = 0; X(0)=§ (L=[t])dt =1,
-1

b. Bestam den komplexa och den reella fourierserieutvecklingen av den 3-periodiska fortséttningen av
funktionen x(t) ovan.

Losningsskiss: Analysekvationen for fourierserier ger de komplexa koefficienterna

3/2 1
c :% § X(t) e-2pint/3 g = 1 § X(t) e2pint/3 gt = X(an/3) =
-3/2 -1

A R 3 1
= éEnligt ovanll= 2022 (1—-cos(2pn/3)),n* 0,c0=73.
Ocksa den redlla utvecklingens koefficienter kan avlasas har:
_ _ 3 _2
a,=2Rec, = o2n?2 (1-cos(2pn/3)),n>1,a0 =3,
b,=—2Imc,=0.

Ovningar: 4.11 —4.16, sid. 40.
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Ovningar till kapitel 4:

4.1 Léax(t)=sinpt,di-1£t£ 1och=0for Gvrigat-varden. Ritagrafernafor

2
a x(t+1)+dit-2), b. x(t—1) —d(t+ 2), c. & kd(t—k+1/4).
k=-2
4.2 Berdknaintegralernatver intervallet O£ t £ 3 for funktionernai uppgift 4.1.
4
4.3 Verifieraatt for kontinuerliga funktioner y(t) galer § y(a)-d(t —a) da = y(t),
¥
och uttryckt med hjélp av faltning: y(t) = d(t) = y(t).
(Relationen kan uttryckas. "Varje (kontinuerlig) funktion & 'summan’ av sina samplingar”.)
0

. : : N g 9
4.4 Laty(t) varaden generdiserade funktionen i vning 4.1c. Berdkna 8 et y(t) dt.

-2
4.5 Vilken verkan painsignalen har ett L TI-system med pulssvarsfunktion
a. 2d(t)? b. d(t—a), aredl konstant?

4.6 Vilkenlikhet far mani stéllet for (4.6) oma < 0?
4.7 Beréknafor x(t) somi exempel 4.4:

0 0
Q Q
a 0 {X@®)} dt, b. 0 X(t) dt.
0 0
-3 -3

4.8 Berdknaden generaiserade derivatan till funktionerna

a  sign(t) - cost,
b. sign(t)-sint,
C.  recly p)(t) = u(t—a)-u(b—1t),a<b, dér u(t) = enhetsspranget. (Ritaforst grafen!)
d.u®)-|t-1]. (Ritaforst grafen!)
[ 1-e-0, dat>0
*e. ¢ (Ritaforst grafen!)

0, dat<o.
.
49 Berdkna (u(t) - & +u(=t) - (1 +1)
4.10 L& x(t) = (u(t) — u(t— 2p))- sint.

a Vaifieraatt X" () + x(t) = d(t) — d(t —2p).
b. Skisseragrafernafor x(t), X' (t) och X" (t). X
c. En pendlande punktmassa hanger i en viktlos trad. For sma |
utslagsvinklar x(t) och forsumbar friktion géller da enligt Newtons f
kraftlagar att:
Y B | » Mg
X“(1) + 7 x(0) = 5, £, \mo

dar g & tyngdaccel erationaen, | trédens langd och f (t) en yttre kraft ) ..
som paverkar pendeln. Vilken situation beskrivsav differentialekva ~ Accelerationen = IX
tionen i auppgiften?

Tolkal6sningen x(t) = (u(t) — u(t — 2p))-sinti ljuset av svaret paden fragan.
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4.11 Lax(t) =|t]om|t]|£ 1 och=0for dvrigat-varden.
a  Beré&knax ochx™.

b.  Berdknamed hjdp av resultatet i a-uppgiften integralen Q x(t) gWt di.

k ocoo. x

4.12 Latx(t)=sint da |t| £ p och =0 for Gvrigat-varden.
a  Berdknax(t) + X (t) pasaenkel form som majligt.
¥
b.  Bersnaintegralen § () + X" () Wt dit.
Y,
4.13 Latx(t)=cost da [t| £ p och =0 for Gvrigat-varden.
a  Berdknax(t) + X’ (t) pasaenkel form som majligt.

w

b. Berdknaintegraen 0 (X(t) + X7 (t)) Wt .

k oo

4.14 Visa att

k ooo k

x(t) d(t—t ) dt = x(N(t) om x har en kontinuerlig n:te-derivata.

k ooo k

4.15 Vilken & pulssvarsfunktionen till LTI-systemet
X(t) —p L —p 7 X (1) + 5 x(1)?

X(t) d(t —t) dt = X (t) om x har en kontinuerlig 1:a-derivata och mera generellt

4.16 Om pulssvarsfunktionen till ett LTI-system & d'(t), vilken & dautsignaen till insignalen x(t)?

Och allménnare: Vilken & utsignalen da pulssvaret & d()(t)?
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5 Nagra viktiga summations- och integrationsfor mler

Forst en repetition:

5.1 Geometriska serier

For godtyckligakomplexata a och k géler

I 1-k K1
a+ak+ ak2+ ..+ akl =s=} a7y, omk® 1, (5.1)
p— :-l—i—:-H—Ic“—t\e—ri‘F‘:é:—:—:—:—(— T a n, om k = 1
Bevis Oma + ak + ak2+ ...+ ak+1 =s,

sa ar ak + akZ2+ ... + akr1+ akh =ks,
varav efter subtraktion,

al-k)=(1-Ks0 al =", omk 1.
Omk—l,saarssummanavnsttaladvs na.

Ovningar: 5.1 -5.5, sid. 47.

De kompl exaexponentialfunktionernaav typen &Wt, déar w och t & reella, tilldrar sig ett speciellt intresse
inom signalteorin. Vi skall i de foljande avsnitten titta ndrmare pa vissa enkla summor och integraler av
sadana funktioner. Det visar sig namligen att det finns ovantade samband mellan sadana summor och d-
pulserna. Sambanden &r hérnstenar inom fourieranalysen.

5.2 Summation av harmoniska vagor (el Wt-funktioner), pulstag

5.2.1 En kommentar om variabelval

Vérdet av funktionen dWt, dér wt &r reellt, & som vi vet ett komplext tal med belopp 1 och med argument-
vinkelnwt méatt i radianer. Om t har tidsdimension sa kan man askadliggora funktionen som en rorlig
pekare fasti origo i planet. Pekaren snurrar med en vinkelhastighet paw radianer/sek — moturs om w > 0. Att
man oftast valt just radianmattet som vinkelmétt beror bl.a. pa att deriveringsformlernafor den komplexa ex-
ponentialfunktionen (och déarmed sinus- och cosinusfunktionerna) blir speciellt enkla.

Exempelvis & som bekant % sinv=cosv,omvmaétsi radianer, medan% sinv° —%) COS V°, om v méts

i grader. Trots att radianmaéttet verkar vara " bast” i matematiska sammanhang kan det i vissa fall andavara
fordelaktigt att vélja ett annat vinkelméatt. Ett ”naturligt” sadant & att ta ett varv som enhet. Ett varv
motsvarar da 2p radianer respektive 360°. En pekare som roterar f varv/sek (dvs. med frekvensen f Herz) har
daen vinkelhastighet pa 2pf radianer/sek. Vi har alltsa

w = 2pf.

| allmanhet kommer vi i fortséttningen anvanda oss av "varv-variabeln” f. Upprepningsvis: Funktionen
e2Pift uttrycker en pekare med langden 1, som roterar med f varv/sek (= f Hz).

5.2.2 Summation av harmoniska funktioner

Mo .
Vi tittar nu ndrmare pa summor, z‘i e2pl nft. av helta spotenser av e2Pift-funktioner. | det komplexatal planet
utgor termernai summan ett udda antal (P =2M + 1 st) enhetspilar, spegelsymmetriskt placerade kring

reellaaxeln och for jamnt fordelade Gver en sektor av enhetscirkeln. Nagra exempel finnsi figurerna nedan.
For att hyfsaformlernalitet har vi satt 2pft =

41



eia

a@Ma
e-iMa
a=2p/5=72° a=pl9=20° a=p/18=10°
M=2,P=5 M=5P=11 M=16,P=33
Summan

M
S@)= gdn=giMat+eiM-Da+  +ejda+1+62+ .. +dM-Da+egMa
n=-M
& en geometrisk serie med kvot d@, forstaterm eiMa och med P stycken termer, dar P = 2M + 1. For €@
1 1 far man darfor summan

g@M+lal2  g(2M +1)a/2 _ g(2M +1)a/2 :

‘Ma g’(ZM +a _1

$@) = & ga_1 Mg gai2 _ ejal2
: gPa/2 _ gjPa/2 3 snPa/2
© dal2_gja2  —  Snal2 -

Forea =1, dvs. ndra =2p° hdtal , & summan istéllet = P. Noteraatt termernai summan ala &r 2p-perio-
diskai variabeln a, detsamma géller da forstas ocksa summan. Védjer mani stéllet andelen av varvet som
vinkelmétt, dvs. sitter a = 2pb, safar man istallet den 1-periodiska summan:

S (2pb) = ssnnpgob utom nér b = heltal, d& summan = P.

Summan & tydligen altid reell och som funktion av a (respektive b) har dess graf principutseendet:

Funktionen &r periodisk med periodlangd 1, och dess O-stéllenii intervallet 0<a < 2p (0<b < 1) &
a =2p/P,4p/P, ..., 2p(P-1)/P (b=1P, 2/P, ..., (P-1)/P) (22
Man kan visa att

22| figurenar P = 11.
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b
§ S (2pb) db ®

a
Funktionen kommer alltsa for stora P att approximativt motsvara enhetspulser vid punkternab = heltdl.
Funktionen representerar ett sd kallat pulstag — " enhetspul staget” .

i1, omintervalleta <b <binnehdller precis en heltalspunkt, {

*O, omintervalet a<b <b inteinnehdler ndgon heltalspunkt,% daP® ¥.

A
A
1 1 1 1 1
-2 - ¥ 1 2 b
& d(b —n)
n=-¥

Vi har alltsa det mycket anméarkningsvérda sambandet:

¥ ) ¥
4 epinb = 3 d(b —n) (5.2)
n=—¥ n=—¥

Ovning: 5.6, sid. 47.

Sambandet (5.2) &r alltsd en likhet mellan generaliserade funktioner och & med den klassiska analysens
synsatt meningslds. Exempelvis ar vansterledet en divergent serie23 som saknar (klassisk) summal Inte
desto mindre kan man anvéanda sambandet for att forhallandevis &t héarleda "klassiska’ resultat som &r
mycket svaraatt fa fram med andra metoder.

Exempel 5.1

Om man t.ex. multiplicerar ekvationen (5.2) med en funktion x(t) som &r kontinuerlig &minstonei
punkterna2pn,n =0, +1, +2, +3, ..., f& man

¥ ) ¥ ¥
4 x(@)ent =2p - & x()d(t—2pn) =2p - & x(2pn)d(t—2pn) (5.3)
=_¥ =—¥

n=—¥ n=— n=—

och sedan integrerar leden dver helaredlaaxeln, s far man en mycket generell summationsformel:

, & 0o = o
a ko xpentd:=2p -4 %0 x(th)dt—2pn)dt:i=2p - & x(2pn) (54)
n=—y %O B n=—¥ %O B n=-¥

23 Desuccessivatermernai en serie som &r konvergent i klassisk mening méste ® 0. Termerna i summan i vénster led har
allabeloppet 1, si den serien kan inte vara konvergent.
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¥

7

Integralen i vansterledet kanner vi igen24 som fouriertransformen av x(t), X(w) = g X(t) edw tdt, i hel-
-y

talspunkternaw =n,n=0, £1, £2, ..., varfor (5.4) kan skrivas

Qo K

¥
X(n)=2p- & x(2pn). (25 (5.4)
¥ n=-¥

n

Anmarkning: Detta samband & (en variant) av den s.k. Poissonska summationsformeln. For att den skall vara giltig i
"klassisk” mening maste funktionen x(t) haen del " snéllhetsegenskaper” (krav pa konvergens av inblandade summor
och integraler t.ex.). Vi gér dock inte in pa detta narmare hér. Litet darvigt kan man siga att den i praktiskt
forekommande fall stdmmer om de béda leden & meningsfullafran ”klassisk” synpunkt.

For att se vad sambandet (5.4) innebér i nagot specidllt fall, [t ossta

~ _11 om|t|< 12,
X =rect ) =io, om|t|> 12,

Fouriertransformen till denna funktion berdknadesi exempel 1.2 och den &r
i 2 o o
X(w) = % ,daw? Ooch 1, daw=0.
Eftersom rect (2pn) = 0 for allaheltal n® 0 och =1f6r n=0, sAfar man
L sinn/2 5 sinn/2

a — 5 +1+4 =5
Ny n/2 ) n/2

:2p,

vilket, eftersom de bada seriernai vanster led &r lika, ger att

snn/2 _ 1
n2 ~P~2

11 Qo+

n=1

Ovningar: 5.7-5.9, sid. 47.

5.3 Regelbunden sampling « multiplikation med pulstag

| nkommande kontinuerligt definierade signaler x(t) kan i allmanhet inte avlésas vid alla tidpunkter. Nagot
mer realistiskt ar att de avlasesvid tidpunktert = nT, n = 0, £1, +2, ...: Man sager da att man samplar
signalen (regelbundet) med sampelavstandet T. Sampelvardena ges da av den oandliga talfoljden x[n] =
X(nT),n=0, 1, +2, ...

Anmérkningsvéart nog kan motsvarande analytiska procedur koncist uttryckas med hjalp av pulstagsfunk-
¥

tionen, & d(t—nT). Den samplade signalen svarar namligen mot pulstaget:
n=—¥
¥ ¥ ¥
a x(nT) -d(t—nT)= & x(®) -d(t—nT) =x(t) - & d(t—nT)
n=-¥ n=—¥ n=—¥

24 Analysekvationen (1.8) i kapitel 1.

¥ ¥
25 Obsat & X(-n)= & X(n). Summation av sammatermer, men i omvand ordning.
n=—¥ n=—¥
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a X(nT) - d(t—nT) = x(t) - g d(t—nT)
n=-¥ n=-¥

Sampling med samplingsavsténdet T av en kontinuerlig signal svarar mot att signalen
multipliceras med pulstaget

¥
& d(t—nT).
n=—¥

Ovningar: 5.10-5.11, sid. 48.
5.4 Periodisk fortsattning « faltning med pulstag
Det visar sig att ocksa operationen " att bildaden L-periodiska fortsittningen till en signal” har att géramed
¥
pulstdget & d(t—nL). L& ndmligen x(t) vara den L-periodiska fortsittningen av y(t):
n=—¥

¥

x()= a yt—nL)
n=—¥

® .
YEH2D) iy yi—u) Y2 i

y(t +3L)

K

7

Observeraatt y(t—nL) = Q y(t)d(t —t —nL) dt , varfor

k ooo
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¥ ¥
¥ 4 ) ¥
xt)= & Q yt)d(t —t —nL)dt = Q y(t) & d(t —t —nL)dt
n:—¥_(; _Z n=-¥

¥
dar D_(t) & pulstdget & d(t —nL)
n=—¥

Integralen i hoger led i (5.6) & tydligen en faltning

¥
8 (1) DL(t—t ) dt = y() + D(t)
-y

dvs. X(t) = y(t) = ; d(t —nL)

n=-¥

¥

7z

Q
Q
(0]
—¥

y(t) DL(t—t) dt. (5.6)

(5.7)

Sammanfattningsvis.
L-periodisk fortsattning av en signal svarar mot att signalen faltas med pul staget
¥
a4 dit—nL).
n=—¥

Ovningar: 5.12, 513, sid. 48.
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Ovningar till kapitel 5:

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

Summera

1 2 4 8 299
a §+§+277+ﬁ+_“+m,

1 2 4 8 299
b. §_§+277_ﬁ+"'_ﬁ)'

1+k+I2+IC+ ... +K __ s .

| sambandet 1_k+k2_k3+m_kn—2arnettuddaheltal 1. Bestamk.
Veifieraatt summan

eMie-M-Dt+ +et+l+et+ ... +eM-Dt4eMt
fort! Okan skrivas

P2 _ P2 _ sinh PY2
d2_gt2 ~ Snhu2’

dar P & antalet termer i summan.

Summan (5.1) ovan & tydligen en polynom i variabeln k och maste darfor vara kontinuerlig. Speciellt

méste summans vérde fér k= 1vara= lim a 11__kkn :

k® 1
Verifieradetta genom att direkt berékna gransvardet t.ex. med hjélp av I'Hospitalsregel.

) . . snhPt/2
Vilket varde har tI(l@m0 sSnht/2 ?

"Skala’ (5.2) genom att sétta b = /T (tvariabel , T konstant > 0). Utnyttja sambandet (4.6) for att
verifieraatt

¥ ¥
4 ePnt/T=T . 8 dt—nT) (T-periodiskafallet) (5.2)
n=—¥ n=-¥
och specidlt
¥ ¥
aent =2p - & dt—2pn) (2p-periodiskafalet) (5.27)
n=-¥ n=-¥
Vilket samband f& man om x(t) séttstill eftli (5.47)?
For fouriertransforming av x(t) se 6vning 1.7b —d.

il om]|t|<a, ” _,Snaw
%O, Om|t|>a, a>0,arX(W)—2 W

. . . ¥ gnan _ i(p—a&)2, for0O<a<2p,
b. Genom véjax(t) som i uppgift a, visa att nzl n - %(Bp _a)i2, for2p <a<4p.

a. Veifieraatt fouriertransformen till x(t) =

sin an
n

y
c. Vilket & vérdet av summan 3 ,da2Np <a<2(N+ 1)p,N heltal?

n=1

Bestdm den redllafourierserien till den 2-periodiskafunktion g(a) somi intervallet 0 <a< 2 gesav
l-a
g(@ = 2 -

Ledning Man kan forstds anvanda integralformlerna for berakning av seriens koefficienter, men man kan ocksa avlasa
svaret frén resultatet i uppgift 5.8b.
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510 Latx(t) = cos t. Skriv upp analytiska uttryck for sampelfunktionerna for sampelavstanden T = p/2
respektive p. Vilka & foljdernaav sampelvéarden i de badafalen?

511  Latxg(t) varasamplingen av signaen x(t) med sampelavstandet T.
¥
a. Berdknalt = § x7(t) dt.
¥
b. Vadbor gransvardet lim Ty rimligtvishafér varde?
T® 0+

(Ritafigur, se efter vad T x(nT) betyder geometriskt.)

i} &, &t 00 ¥ .
. % A — |
5.12 Forenklagsmt rect %M n;31_¥d(t 2np). (Ritafigur!)

. Py ¥
5.13 Beréknaygo%déy(t):géint-rect gg* a d(t —np). (Ritafigur!)
n=—¥
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6. Fourierserier och fourierutveckling

6.1 Syntes- och analysekvationerna for fourierserier

| det hér avanittet skall vi se att formelparet (1.3") och (1,4) for den komplexa fourierserieutvecklingenav L-
periodiska funktioner,
g _
xt)=a cn e2pjnt/L
n=—¥
1 L/2
0 .
= = 2pjnt /L
=19 X(t) e2pint/L dt.
-L/2
ar en konsekvens av summationsformeln (5.2):
¥ . ¥
3 epint = 3 d(t—n),

n=—¥ n=—¥

L&t x(t) for enkelhets skull vara en 1-periodisk funktion. Funktionen x¢(t) = x(t) - rect (t) beskriver da x:s
vardeni intervalet —1/2 <t < 1/2 och x(t) & den 1-periodiska fortséttningen av X (t).

X(t) Xl (t)

V._F\

I I I
-1/2 12

¥
¥ j ¥
dv.s x®=x()+ & dt —n)= § xit) & d((t —t)—n)adt,
n=—¥% n=-¥%
Y

¥ ¥
Summationsformeln  § e2Pint = § d(t—n) gor det numojligt att skriva om uttrycket for x(t):
n=—¥ n=—¥

¥ X 0

)= Q9 Sxq(t) aepin(t-tzd = & &0 x(t) epin(t-t) Tdt.
0 g n-—y &O >

n=—¥
¥
Har & e2pin(t-t) = e2pjnt . e=2pint dir den forstafaktorn tydligen & oberoende av integrationsvariabeln

t,altsd

. = 0
Xt = a ég x(t) e2pint dt T e2pint,
n=—¥ ﬂ
Men x(t ) = O utanfor intervallet —1/2 £ t < 1/2 och = x(t) inom det intervallet, varfor
¥ 1/2
Q . ) ,
8 X1 (t) e2pint dt = 8 x(t) e2pint dt,
—¥ -1/2
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vilket ger

¥ .
X(t) — é Ch eZpJnt ,
n=—¥
12
) Q -
darcn= 9 x(t) e2pint dt .
-1/2

Pa sa sétt aterfar vi ocksa for periodiska funktioner med godtycklig period L sambanden (1,3") och (1.4°):

¥ .
Xt) = & cpeZpint/L, (6.1)
n=—¥
L/2
9 .
dércn:% g X(t) e2pint/L dt (6.2)
-L/2

Processen, att ga fran en periodisk funktion till dess spektrum, &r en transformation (eller transform), den sa
kallade fourierserietransformen (‘FS). Om man vill framhéava detta kan man skriva analysekvationen som:
L/2

0 .
xt) %%%%he cn:% Q X(t) eZint/L dt,n=0,£1,£2, ..

-L/2
Syntesekvationen, som ju omvant anger vilken periodisk funktion som har spektret c,, kan skrivas pa mot-

svarande séit;
-1 ¥ _
G AR%UO® Xb) = A ¢ eoint/L

n=—¥
Exempel 6.1: For x(t) = d(t), =1/2 £ t < 1/2 far man fourierkoefficienterna
12
Ch= § d(t) e2pint dt =1.
-1/2

¥
Den 1-periodiska fortsdttningen av d(t) & pulstéget & d(t—n), varfor syntesekvationen ger

n=-¥

o

dt-n= & eint,
¥

Qo K

n=—¥

n

d.v.s. vi dterfér sambandet (5.2) ovan.
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Funktionen och dess fourierkoefficienter

1

T
Y

1
!

Ovningar 6.1, 6.2, sid. 55.

Om x(t) redan & en L-periodisk funktion, sd & X(t) identisk med den L-periodiska fortsattningen av
funktioneny(t) = x(t), O£ t < L. Syntesekvationen ger darfor att

¥ .
Xt = & ch,eZPint/L da—¥ <t<¥.
n=-¥
Eftersom integralen

C+1L

+
§ X(t) dt

C

& oberoende av C om x(t) & L-periodisk,26 sa spelar det ingen roll vilket intervall av langd L man integrerar
Over. Man kan anvanda beteckningen

Q
0 x(t) dt
!
for sddanaintegrationer.
Analysekvationen kan da skrivas;
19 . ;
= {9 Xt) e2pint/L dt, (6.2)

6.2 Egenskaper hosfourier serietransformen

Mellan en periodisk funktion och dess fourierkoefficienter finns manga rétt enkla samband. Har foljer en
lisamed nagra av de viktigaste:

Om den L-periodiska signaerna x(t) och y(t) har fourierseriekoefficienternac, resp. d,,n =0, +1, +2, ..., sa
gdler att

26 Kan visas formellt genom att man deriverar integralen med avseende pd ¢ och utnyttjar att x(c + P) = x(t). Genomfor
gérnadettal
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funktionen har fourierseriekoefficienterna

C x(t) + D y(t), C och D konstanta Cc, +Ddy
X (1) 2pnj c
L
X”(t) _4p2 n2
L2
m) a2pnjgm
X(t—c) e2pnjciL . ¢
¥ 1
& d(t—nL) =1
n=—¥

Notera att sambanden som rér derivering och trandation blir speciellt enklafor 2p-periodiska funktioner.
Tabell dver den redllavarianten av fourierserierna finns ocksai handboken b.

Dessa egenskaper foljer ganska omedelbart ur analys- och syntesekvationerna. Exempelvisger derivering av
syntesekvationen

¥ .
X(®) = & [(2pinlL) co] e2pint/L,
n=—¥
dér man avléser fourierseriekofficienternafor X (t) till (2pjn/L) c,.
Forutom dessa egenskaper sd har vi den viktiga” energirelationen”, Parsevalsrelation (1.20):

L/2 y
19 .
{8 XOZd= & |al2.
n=—¥
-L/2
Den géller for ala L-periodiska signaler déar integralen i vanster led & andlig. Den signalteoretiska

tolkningen av likheten &r, att signalens medeleffekt — om denna & éndlig — & = summan av frekvens-
komponenternas medel effekt.

| nésta exempel anvander vi ndgra av ovanstaende egenskaper for att underldtta réknearbete:
Exempel 6.2:
Problem Bestdm fourierutvecklingen till den 2-periodiska

funktion somi intervallet O£ t £ 1 gesav h r—---l X(t)
ht/d, dA0£ £ d, -1 _d /\
XO=iha—t/(1—d), dddELEL \/I 1t
och for vilken x(—t) = —x(1). A1 —h

¥ .
Losning: Syntesekvationen har utseendet x(t) = & ¢, ePInt, dér fourierkoefficienterna kan beréknas direkt

n=—¥
ur analysekvationen. Man kan dock dippaen hel del rékningar om man observerar att X' och framfér alt X~
ar betydligt enklare funktioner an x:

h/d, dado£ |t|<d,

—h/(1-d), dad<|t|£ 1L (Ritagrafen!)

X'(t) == i
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och X"(t) = g — 0 O + o) —dt-a) :d(lh_d) (d(t + d) — d(t— o). 1

o

a

¥ .
Deriverar man syntesekvationen 2 ggr far man att X '(t) = & (pjn)2c, ePint. Har avldser man att X s
n=—¥

fourierkoefficienter (pj n)2c, = —p2 n2 ¢, erhdlisur

1
—p?n2cy =% § X" (t) ePint gt =
-1
n & ; 0
__h — B -
= 2d(1—d)§8 d(t+ d) ePintat— 9 d(t—d) ePintdt T
-1 -1 g’
N it emind) -
= 20(1-q) & -eP) =
jh .
= m sin (pnd),
varavfornt O:
Cn p2n2d(1_ d) sm(pnd),
1
ar =% § X(t) dt, d.v.s. funktionens medelvérde éver en

Aterstér att berakna cy som enligt analysekvationen

~

period. Detta medelvérde & i det hér fallet uppenbarligen=0

Vi far alltsa fourierserien
___jh : sin(pnd) i
A P
nto
Anmérkning: Alternativt kan man fafram resultatet utgéende fran uttrycket for andraderivatan (1) och egen-
skapstabellen ovan:.De 2-periodiska fortsdttningarna av funktionerna till vanster har enligt den tabellen

seriekoefficienternatill hdger:
« o) %FH%e J.n=01122, ..,
« dtxd) %Fhe epnid.ln=o 112 ..,
” , h : iy 1 j .
o X'(t) 3/4%5/4® (pin)2 - ¢, = d(1-d) (ePnid —e+pnld)-§ = d(Jl—d) sin pnd,

arnt O 7S __ 1 jh
vaavfornt 0:x(t) %¥%%® cy= o2n2 " d(1-d) sin pnd.
For n=0far vi som nyss direkt ur analysekvationen att co = 0.

Detta ger svaret ovan

Ovningar: 6.3-6.12, sid. 55 - 57.
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6.3 Konver gensfragor

Eftersom likheten i syntesekvationen &r en likhet mellan generaliserade funktioner & det inte galvklart att
likheten gdller i klassisk mening, d.v.s. att

o

M :
X® = lim a c,elnt,
® ¥ n=-M
dér limesbegreppet & som i den "vanliga’ analysen. Detta problem &r inte alldeles enkelt att reda ut, men
tillréckliga villkor finns uppskrivnai kurditteraturen, ZC Theorem 11.1., sid 492:

Om x(t) och X (t) (27 & styckvis kontinuerliga och har hoger- och vanstergrénsvarden i alla punkter sa &r

lim g Cnejn'[:w_
M® ¥ ph=—Mm 2

€y

Konvergens rader darfor i praktiken "altid”, med undantag for de stéllen dar x(t) & diskontinuerlig. Dér
blir, som likheten (1) utsager, seriesumman i stéllet = vardet mitt i sprangintervallet. | nérheten av sddana
punkter upptrader ocksa en komplikation som kallas Gibbs fenomen (se ZC sid 498.)

Forutséttningarna i konvergenssatsen ovan kan inte tas bort. Man kanner exempelvis till kontinuerliga
periodiska funktioner vars fourierserier inte konvergerar for alat och an varre, integrabla funktioner vars
fourierserie inte konvergerar for nagot endat. Situationen kan kénnas en smula obekvam!

Situationen ter sig dock meratillfredstéllande om noterar att konvergensbegreppet egentligen mest anvands
har for att pa ett precist sétt kunna uttrycka att olika funktioner " ligger néravarandra’.

M .
Relationen lim a cyelnt =x(t)
M ® ¥ n=-M

f& betydaatt

M :
a4 cyelnt "ligger godtyckligt nara’ x(t) for "tillrackligt stora” varden paM.
n=-M
Som vi tidigare sett (81.2) finns det andra méjliga sétt att méta graden av "nérhet”. En lamplig kandidat &r
att taenergin (under en period) hos differensen mellan signalerna som ett sadant métt.

M .
Att & c,elnt "ligger godtyckligt nara’ x(t) for "tillrackligt stora” véarden pa M, far da betyda att
n=-M

M .
lim || & c,eint —x@)||2 =0, (6.3)
M ® ¥ n=-M
dér ||| definieras som i (1.19)

Viktigare for signateorin 8n ovannamnda konvergenssats &r att man faktiskt kan bevisa att:

Likheten (6.3) géller for alla L-periodiska signaler med andlig energi/period, dvs om bara

0
D|[2= Q |x(t)|2dt. <¥
Q! qLIX()I

Inga speciellakrav pa kontinuitet eller deriverbarhet behtvs for dettal Beviset for den satsen ligger utanfor
den hér kursens ram.

27 Derivatani "klassisk” mening —ingen generaliserad funktion — avses hér.
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Ovningar till kapitel 6

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

a.Bestam fourierkoefficienternatill de 1-periodiska funktionerna sin 2pt och cos 2pt.

b.Bestdm fourierkofficienternatill den L-periodiska fortsattningen till Ld(t). Vilken blir syntesekva
tionen i dettafal?

Vilken &r fourierserieutvecklingen y(t) av den 3-periodiska funktion for vilken
. i1 dao<t<1,
YO=1o da1<t<s
a. Bestam de komplexa fourierkoefficienternatill den 2p-periodiska funktionenx(t) for vilken:
X(t) =t2,da—p £t £ p.

Anvand ndgon av berdkningsmetoderna som anvandes i exempel 6.2. Ange ocksa den reella
fourierseriutvecklingen.

b. Samma som a, men med 4-periodiska funktionen
i1, dajt|<1
XO=15 1), daLe [t]<2,
¢. Samma som a, men med 6-periodiska funktionen
13 dao<t<1
Lo, da1<t<3,
0=12 das<i<s,
I -1, dd5<t<®.

(Skisseraforst grafen!)

(Skisseraforst grafen!)

a. Forenklakoefficienternai fourierserien for signalen i exempel 6.2 for det fall att d = /2 och h =
1/2.

b. Ett (idealt) |agpassfilter slapper igenom alla harmoniska signaler upp till en viss frekvens B ogra-
verade och ingen av de harmoniska signalerna med hogre frekvens. Man vill konstruera ett |agpass-
filter A att andelen forlorad energi vid filtreri ng av signdeni a-uppgiften blir mindre an 1%. Hur skall
brytfrekvensen B davaljas? Variabelnt métsi ms.

Anvand till att borjamed Parsevasrelation till att verifiera, att om man valjer B [kHz] i intervallet M +
1/2<B<M + 3/2 (M hdta 3 0), sakommer andelen forlorad energi att vara

%y 1
p* m= o (2m+1)4’

1-—

| ett tabellverk hittar man angdende 2p-periodiska fourierserier att
1+ j n

,|ar Xt) = siFr)lr?p ,da—p <t<p.

a  Bestdmde exaktavardenaav seriesumman dat = 0, = 4 respektive = p.

ome, = (="

¥
b. Bestdm med hjdp av resultatet i auppgiften det exaktavéardet av summan  § 1+an ,
n=—¥

o

Lat X(t) =sin 2t + 3 cos 4t

a. Veifieraatt funktionen & 2p-periodisk och utveckladen i reell respektive komplex
2p-periodisk fourierserie.
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6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

b. Verifieraatt funktionen ocksa & p-periodisk och utveckladen i reell respektive komplex
p-perioisk fourierserie.

L& x() = td(t—3) + (sin pt) d(t— 1/6).

a. Bestam fouriertransformen till x(t).

b. Lat y(t) vara den 4-periodiska fortsattningen av funktionen x(t). Bestamy:s komplexa
fourierseriekoefficienter.

Den 3-periodiska generaliserade funktionen x(t) har de komplexa fourierseriekoefficienterna
Ch=1—(-1)". Bestdmx(t).

a Bestam c, sa att
¥

o

& chdnt =¢ jintervallet 4p <t<p.
n=—¥

b. Bestama, och b, sdatt

¥
% 4+ & (ancosnt+bysinnt) =¢ iintervallet -p <t<p

n=1

a Beréknafouriertransformen till
0 = 1-12, dc‘:’\ It]<1,
0, dal<|t].
b. Bestam de komplexa och de reellafourierseriekoefficienternatill y(t), den 2p-periodiska fortsétt
ningen av X(t).

c. Bestam de komplexa och de reella fourierseriekoefficienternatill z(t), den 2-periodiska fortsatt-
ningen av x(t).

d. Skissera graferna for y(t) och for z(t).
Lat x(t), (), z(t) och v(t) vara 2p-periodiska funktioner. Deras grafer framgar av foljande figurer:

Ax(t) Ay(t)
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6.12

>
N
-

: v(t) .
: d(t + p) A d(t—p)

= t : -=-g----- 1' ------ - -
1 F
: t P p ot

a. Vilkasamband finns mellan X (t), y(t) och W(t), mellan y'(t) och z(t) och mellan Z'(t) och v(t)?

b. Vilkasamband finns mellan de komplexa fourierseriekoefficienternaan, by, ¢, ochd,, nt O,
for respektive funktioner?

c. Anvand resultatet i b. for att skriva upp FS-koefficienternatill x(t).

Lat X(t) = rect gpg cosat (Rital)
a Veifieraatt X" () + a2x(t) = (asinap) - (d{t—p) +d(t + p)).

b. Bestam koefficienterna i den komplexa fourierserieutvecklingen av den 2p-periodiska
fortsdttningen av x(t) for defall daa inte & nagot heltal.

c. Vilkaar koefficienternadaa & ett heltal?
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7. Fouriertransformen

7.1. Informella harledningar av syntes- och analysekvationerna for fouriertransformen

7.1.1 Approximation av ” godtycklig” funktion med periodiska funktioner

Fourierseriers summa &r alltid en periodisk funktion, och i stort sett varje periodisk funktion kan skrivas som
(= representeras av) en fourierseriesumma. Det ligger ndratill hands att soka efter liknande representationer
for godtyckliga icke-periodiska funktioner genom att uppfatta dem som gransfunktioner for foljder av
periodiska funktioner med succesivt vaxande periodliéngd. Figurernanedan illustrerar den idén:

\ X(t) och x (t)

adile .

| —-a a | |
...... —3L/2 —-L/2 L/2 3L/2......

A X(t) ochx (1)

| —a a

A x(®) = lim x ()

L® ¥

—a a

Funktionen x(t) & = 0 utanfér intervallet—a < t < a, men for 6vrigt godtycklig. FOr xi (t), den L-periodiska
fortsittningen av x(t), gdler daatt

lim x (t) = x(t).
L® ¥

Fourierkoefficienternatill fourierserieutvecklingen av x_ (t) gesav

L/2 4
1 9 : , .19 .
ch=| § X(t) e2Pint/L gt = éom L >2all= L8 X(t) e2pit WL gt
—1/2 ¥
och enligt syntesekvationen har man att
& ¥ o]
¥ 19 - . -
x®= & x{ 9 X(t) e2Pit WL dt . e2pitn/L7
n——¥ _y z
¥
.- . Q H H - o s -
Omvi i uttrycket 9 X(t) e2pit WL dt . e2pitn/L sitter n/L = f, sAforenklas det till
¥
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x(t) e2nift dt - e2nift = G(¥).

k ocoo. k

¥ I
Man f&r dd att x ()= & iegg (7.1)

Den summa som vi har har & néra dakt med Riemannsummorna som anvands vid definitionen av enkelinte-
gral:

G(f) A G(nL)
=/
N
j?/ E \H

n/L
En heuristisk tolkning av gransbvergangen L ® ¥ &r att varje term i summan (7.1) svarar mot "arean” av

en “"rektangel” med ”sidorna’ % och Gggﬂ. Den rektangelarean approximerar arean av motsvarande

omrade mellan G:s graf och f-axeln. Med Okande L blir rektanglarna smalare och smalare och

¥
approximationerna successivt béttreoch daL ® ¥ kommer summan att ® § G(f) df.
¥
¥
Sétter man X(f) = § X(t) e2rift dt, (7.2)
¥
saar G(f) = X(f) - e2pift och man fér
¥
X)= § X(feift dt, (7.3)
¥

Syntesekvationen (7.3) kan alltsa sagas uttrycka en "godtycklig” funktion som en linjar kombination (kS
varaen oandlig s&dan) av harmoniska svangningar e2Pift . Sett pa det Sittet anger analysekvationen (7.2) den
"vikt”, X(f), som frekvensen f [Hz] har i dennalinjdra kombination.

Anmérkning: (Ett mellanspel om variabelval och beteckningar)

Vi har ovan anvant " varvfrekvensen” f som frekvensmétt. Ofta anvander man sig istdllet av vinkelfrekvensen w = 2pf.
Variabelnw fér da dimensionen [radianer/s). Analys- och syntesekvationerna for fouriertransformen far da en litet

annan form:
¥
Q .
Xrag(W) = X(W/(2p)) = 8 X(t)-eIWt o (7.2)
-y
och, med tanke pa att dw = 2p df:
¥
X0 =28 X (W) dw (7.3)
2p o rad . .

—¥
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Detta dr det i redan inledningen namnda formel paret (1.7) och (1.8).

| uppslagsverket b och &ven ZC anvander w -variabeln28, men f-variabeln férekommer inte s& séllan i annan littera-

tur29. Beteckningarna for de olika transformerna ar trékigt nog inte standardiserade. Har har vi liksom tabellverket b valt
att motsvarande stora bokstav far beteckna fouriertransformen till den "tidsberoende” funktionen, som alltid betecknas
med en liten bokstav (X(f) & transform av x(t), T(f) & transform av y(t) osv.).

Andravarianter for beteckning av fouriertransformen som ocksa forekommer i litteraturen &r
F(x) eller FT(x)
X (w) eler % (f).

| dessa varianter framhévs via " operatorerna’ F, FT respektive ~ att fouriertransformen ”forvandlar” funktioner
("signaler”) till andra funktioner (" signalens spektrum”). Vill man ytterligare poangtera den egenskapen kan man skriva

t.ex
X(t) 3/?/?;/4@ X(f)
for analysekvationen och
-1
X(f) @/?:32-;/4® x(t)
for syntesekvationen.
Samma synsétt och liknande beteckningar har man ibland for fourierserierna. Analysekvationen
1L
Q .
Ch = 8 x(t) e2Pint/L dt n=0,+1, +2, ...
-1/L
"forvandlar” signalen x(t) till en talféljd g, n=0, £1, +2, ... . Om den operationen betecknas FS kan man skriva
x(t) 374%/4@ G
¥ .
och for syntesekvationen xt)= & ¢,e2pint

n=-¥

-1
G 3/%7%%@ X(t).

Man kan resonera sig fram till formelparet (7.2) och (7.3) pa mangahanda vis. Ett mera direkt forfarande
som inte g&r omvéagen odver fourierserierna skissasi nésta avsnitt. Den innehdller ocksa en omskrivning av d-
funktionen som &r intressant i Sig.

7.1.2 Hérledning med hjalp av d-funktionen

« d-funktionen som summa av harmoniska vagor

28 Meni ZC definieras fouriertransformen beklagligtvis som X(a) =Q x(t )-eJ'i"Jlt dt, med +tecken i integrandens exponent

QOO «

¥
(sid 601). Detta gor att Xzjji-cuien(W) = Xva variant(~W)!

29 Bl.a S3:skurskompendier i signalteori och den lilla skdra exempelsamlingen som ingér i den har kursen.
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M
En kontinuerlig motsvarighet till summan & &WK gesav integralen

K=—M
M
o .
dom :8 dwt dt,
-M

dar man sa att siga summerar harmoniska svangningar for allafrekvenser i ett visst intervall.

M
FOor summan & éWn harleddesi avsnitt 5.2.2 att man efter gransbvergang M ® ¥ far likheten:
n=—M

Qo K

_ ¥
gwn =2p - 3 d(w-—2pn), (7.4)
¥ n=—¥

n pa—

(som &r en likhet mellan generaliserade funktioner).

Litet snyggare blir den formeln om man véljer "varvfrekvensen” f = w/2p som variabel. Man far da0

¥ ) ¥
4 epifn = 3 d(f—n), (7.4)
n=—¥ n=—¥

Vi skal se att man har en motsvarande relation for integralfallet,

¥
§ gwWt dt = 2p-d(w) (7.5)
¥
och med varvfrekvensen som variabe
¥
§ e2Pift dt = d(f). (7.5)
¥

Integralen dapy kan beréknas med standardmetoder:

Forw?t Oar
g _ fgwgM _ gWM _giwM  égb_gib bL)_sinMw
M TEwH _ T jw & 7 TENhUE w2

och fér w = 0 far man den konstantaintegranden 1, varfor vardet blir integrationsintervallets langd 2M. Sétter

vi dennatill P31 sAf&r vi

30 Obs sambandet d(w/a) = ad(w) om a> 0 (sambandet (4.6).)
31 Observeraanaogin med summafallet, dar P betecknade antalet termer i summan.
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dp(W):SmT%V/Z,déwl Ooch=P, dAw=0.

Man kan favisst grepp om hur denna funktion beror av sinatvavariabler, P och w, genom att gora féljande
observationer:

e Uttryckti varvfrekvensenf = w/2p och for P = 1, f&r vi funktionen S'B]Pf (daft 0) och 1 (d&f = 0).

Den har sinanollstdllen i heltalspunkterna® 0 och véxlar tecken i alladessaoch® 0daf® ¥.
Funktionen har fatt ett sarskilt namn —sinus cardinalis, forkortat sinc:

S‘Bff (d&ft Ooch=1,d&f=0. (7.6)

sincf==

Dess graf representerar ett dags dampad svangning:

sinc f

«  Foralménnare P fér man, eftersom dp (W) = dp(2pf) = smpl?pf =P SEEP "'~ P sinc P, att dess

graf erhdlls ur grafen for sinc f genom en ”areabevarande” deformation av den typ som beskrevs i
avsnitt 2.8 —en hoptryckning i skalan P i horisontell led och en téjning i skalan P i vertikal led. Har
kommer en skiss av grafen, dar bada frekvensskalorna f och w & markerade.

dp
P
|

. |I |
S R ETa R Hl || T ‘;.»
6 5 4 3 2 -1 "1 2 3 4 5 6
-12p -10p 8p 6p 4p -2p ! V 2p 4p 6p 8 10p 12p

—h

=

Grafen har for stora P en markant topp i origo och svanger med dampning. Dess nollstdlen ligger i
punkterna f = +1/P, £2/P, £3/P, ... (resp. w = £2p/P, £4p/P, +6p/P, ... ), d.v.s. dlt tdtare med
vaxande P.

. Den "areabevarande” skalhingen innebér att
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¥ ¥
dp(w) dw = 2p§ de(2p) df = 2p§ sincf df.

-y v, -y

7

QOO K

Vérdet av dessaintegraler & altsa oberoende av P, d.v.s. en konstant.

Med metoder som gér en bra bit utdver de integrationsforfaranden som beskrivsi grundkurserna kan man
b

visaatt integralen i det ledet langst till hoger = 1. (32 Vidare géller att § dp(W)dw ® 0, daP ® ¥ forala

interval a £ a £ b som inteinnehaller talet O. ?

Man kan darfér ségaatt dp(w) for stora P tycks approximera d-pulsen 2p-d(w). Man kan strikt visa att det
faktiskt & sA Man har det exakta sambandet:

+#®

z

gWt dt = 2p d(w) (7.5)

ole)e]

¥

éler, medw = 2pf och med tanke paatt 2p-d(2pf) = d(f),

QOO K

e2Pift dt = d(f). (7.5)

-y

* Alternativ harledning av analys- och syntesekvationerna for fouriertransformen

Vi vet enligt (1.21) att exponentialfunktionerna &Wt &r egenfunktioner till LTI-systemen, om vi doper
pulssvaret till x(t),

vt —p X — X(w)eint,

¥
dar X(w) = g X(t) eIW t dt. Integreras detta med avseende paw, s f& man
¥

¥ ¥
204() :§ Wt cw —pp X _ § X(w)- Wt dw.
¥ ¥

32 De primitiva funktionerna till sinc-funktionen kan tyvarr inte uttryckas med hjalp av de elementéra funktionerna, s&
t

Q
integrationssambandet 8 X'(t) d = x(t) — x(a) & dessvarre intetill ndgon nytta har!

a
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Men eftersom insignalen hér & en uppskalad d-puls, sa & utsignalen ett pa motsvarande sétt uppskalat
pulssvar:

2pd(t) —p X - 2p X(1).
¥
| bédafallen & det fréga om samma utsignal, varfor 2px(t) = § X(w)-gWt dw och slutsatsen blir:
¥
,¥ ¥
Om X(w) = g X(t) eIW t dt, sAméste x(t) = le § X(w)-gWt dw.
¥ S

7.2 Mer om faltning och fouriertransform

Med faltningen, x* y, av tva funktioner x(t) och y(t) menas alltsa funktionen
:
Q

Cey)(® = 8 x(t) y(t-t)dt.
¥

Man betraktar garna faltning som ett slags multiplikationsliknande réknesétt. Vi réknar upp nagra av de
viktigaste egenskaperna hos faltningen. Man kanner igen manga som analoga med den "vanliga” multipli-
kationen,

. Faltning ar ett kommutativt réknesatt.
Genom att i integralen substituerat —t mot t (genomfor detta) och sedan byta plats pa faktorernai

integranden far man

@

. d-funktionen spelar rollen av en enhet — om man "multiplicerar”, d.v.s fatar, med den sa "hander
ingenting”:

¥
O d)(0) = § x(t)-d(t—t) dt = x(t), eller

—¥

| xxd=dxx=x | (7.9)

. Faltning ar linjar i varje” faktor” , den sa kallade distributiva lagen galler:
For godtyckliga x(t), ya(t) och y,(t) samt konstanter a; och a, géller

X (any1 + agy2) = aa(xry1) + ap(X+yy). | (7.9)
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Bada leden kan namligen skrivas
¥

8 X(t) (@ya(t—t ) + agya(t—t ))dt.
Y

Detta kan utan vidare utstréckas till summor med ett godtyckligt éndligt antal termer:

N

X* & @ Yn =

n=0 n

I Doz

Oan (X* Yn). (7.9)

och, med lampliga krav pa konvergensforloppet33, s géller motsvarande ocksa for oandliga serier

¥ ¥
X* & aYn= & an (%) (7.97)
n=—¥ n=—¥

Om funktioneny férutom av t beror av en ytterligare parameter, nedan kallad f, sd gdller i samma anda
att

7

¥
x(0) * O y(t,f)df= § X(0)* y(t,f) df . (7.97)

k ocoo.
k

Bada leden kan namligen skrivas som dubbelintegralen
QQ
88 X(t) y(t—t ,f) dt df.
R2

. Sammansattning av LTI-system och faltningar

Om tva L Tl-system sétts efter varandra (seriekopplas), s kommer det sammansatta systemet ocksa att
varaav LTI-typ. Man kan fraga sig vilket det sammansatta systemets pulssvar dd kommer att vara
uttryckt i delsystemens pulssvar. Vi reder ut detta:

L &t delsystemens pulssvar varax(t) och y(t) och det ssmmansattas vara W(t). Skicka in signalen d(t) i
det sammansatta systemet. Utsignal fran detta & da w(t). Foljande diagram visar vad som hander " pa
vagen” i delsystemen:

\'

d(t) —er— X — X(t) y - V(1) « X(t)

Sammansattningens pulssvar maste alltsa vara faltningen av del systemens pul ssvar
V(t) = y(1) = X(t) = x(t) = y(t)

. Faltning ar ett associativt raknesatt

33 Preciserasinte har. For allasignalteoretiskt "rimliga” situationer & sidana krav uppfyllda.
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Sétter man tre LTI-system med pulssvar x, y och z efter varandra, s& spelar det ingen roll i vilken
ordning uppbyggnaden sker: Systemen

> x| B Y B 2 -
—>H xRy >z -
—> X By P 7 -

& identiska. Enligt foregdende punkt sa har man darfor

| (e y)*Z= xx (y* 2). | (7.10)

Ovningar: 7.1 -7.4, sid. 83.

7.3 Transfor mens egenskaper ;
De almanna egenskaperna hos den tidskontinuerliga transformen & av samma slag som for fourierserierna
(FS). Exempelvis & fouriertransformen ocksalinjar:

ax(t) + by(t) %%%@ ax(w) + by(w) (a och b konstanter)

Behover man transformera (eller atertransformera) en linjar kombination av termer sa récker det alltsa att
man transformerar varje term for sig varefter man linjarkombinerar resultaten.

Fouriertransformens viktigaste egenskaper finns listade exempelvisi b. Harledningarna & i de flestafall réatt-
framma. Exempelvisinses att

omx(t) ar en jamny funktion, si & ocksa X(w) en jamny funktion
tuddab ! tuddab !

genom att enligt (7.2)
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¥ ¥
Q . Q ,
X(-w)= 2 x(t) eIwt (=f) dt = éBytt mot-tu= 9 X(-t) eIWt dt = éom x jamnii=
-y -y
¥
Q : .
=8 X(t) eIwt dt = X(w), dvs X & jamn.
¥
(a) Dualitet

Sambanden (7.2) och (7.3) & anmarkningsvart symmetriskatill sin konstruktion, man sager att de &r duala:
Sarskilt tydligt blir dettaom vi anvander varvirekvensen f som variabel. Analys&ambandet (7.3) tillampat pa
funktionen X(2pt) — alltsa fouriertransformen av x med f-variabeln bytt mott — ger att dess fouriertransform
a

¥ ¥
§ X(2pt) e2Pift gt = § X(2pt) e2pi-Ht dt = x(-f),
Y -y

Om man istéllet byter w-variabeln mot t s har man forstas en liknande relation, men faktorn 2p dyker da
upp paannat sétt. Analyssambandet (7.3) ger:

¥ ¥
§ X(t) edWt dit = § X(t) W)t dt = 2px(—w)
¥ ¥

Det & naturligt att upprétta tabeller ver funktioner och deras transformer. Set.ex.i b
Dualitetsegenskapen ovan kan i sadanatabell skrivas:

Funktion | Transform, w-var. | Transform, f-var.
Om X(t) Z(w) z(f)
sagdler Z(t) 2p X(—w) 2pX(—2pf)
2(t) X(-w/(2p)) X(-f)

Exempel 7.1:

a. Man vill bestdmma fouriertransformen till funktionenx(t) = 14-;Lt2 Direkt berékning viaanalysekvationen

jwt
ter sig svar eftersom integranden 61!1'[2 saknar elementér primitiv funktion, si rutinmetoderna for

integrallGsning gar inte att anvanda.
| en tabell 6ver fouriertransformer (w-varianten) hittar man dock at

ealtl 3/9'5/75/4® 2 5 (oma>0).
as+\w

Dudlitetsprincipen ger da(védlja=1ochla —— > Spelarollen av Z(w)) att

1+w
1 _ _
1Tt2 3/‘2;/7;4® 2p e— [-w| = pe |W|
b. | entabdl av f-typ hade man istdllet hittat att
ealt VE/Q;A@ ———5-5 (oma>0).

a2+ 4p2f2
Dualitetsprincipen ger da att
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2a

e Whe  etHlzedh
Specielltoma = 2p:

2 wFidie e-all

; 1ert2 %%2@ e2plf],

d.v.s. den sokta transformen & p-e2Plfl,

(b) d-pulser « konstanter;

s

Om x(t) = d(t) s3 & X(w) = Q d(t) edwt dt = €0 = 1. Dualiteten (obs d & en jamn funktion) ger

k ocoo. x

omedelbart att om x(t) = 1 sA & X(w) = 2p d(t). Vajer man "varvfrekvensen” f som variabel pa

transformsidan, sa far man den litet snyggare transformen d(f). | tabellform:

Ett par duala allméanna egenskaper &

Funktion Transform (w) Transform (f)
1 d(t) 1 1
2 1 2p d(w) d(f)
(c) Forskjutning « multiplikation med harmonisk svangning
Funktion Transform (w) Transform (f)
X() X(w) X(f)
1. gWot x(t) X(w —Wo)
2 e2piatx(t) X(f -a)
3. X(t-1o) edWlo X (w) e2pifto X ()

Man har namligen for fouriertransformen av &Wot x(t):

¥

¥

§ eWotx(t) edWt ot = § x(t) eIW-WoX bt = X(w—w)

iV

-y

vilket & pastéendet 1i tabellen. Pastéendet 3 & det dudatill 1 (och 2).

K ombineras detta med resultatet i (b) far man
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Funktion Transform (w) Transform (f)
d(t—to) giwto e2pjfto
gWo 2p d(w —wo)
e2pjfot d(f —fo)

Speciellt sagaller for de trigonometriska funktionerna

Funktion Transform (w) Transform (f)
dWty + ejwWto = e2pjtof + @=2pjtof =
7. | d(t+ ) + d(t—tp) 2 cos(wtg) 2 cos(2ptof)
8. cos (wot) p (d(w—wp) + d(w + wp))
9. cos (2pfot) (d(f —=fg) + d(f + fp))/2
och
Funktion Transform (w) Transform (f)
gwity — gjwip = e2pjtof — e=2pjtof =
10. | d(t + to) —d(t—to) 2 sin(wto) 2j sin(2ptof)
11. sin (wot) —Pj (d(w —wp) —d(w + wp))
12. sin (2pfot) — (d(f —fg) —d(f + fg))/2

(d) Skalning med faktor a « skalning med faktor 1/a.
Tidsrevertering « frekvensrevertering;

En annan gjélvdual egenskap handlar om vad som sker med skalning av variablerna: Om tidsvariabeln t
skalas om till at (a > 0), sa skalas bade transformvéarde och frekvensvariabel om med faktorn 1/a. Om

tidsskalan kastas om (tidsrevertering) s kastas dven frekvensskalan om:

Funktion Transform (w) Transform (f)
X() X(w) X(f)
1 1, a0 1. a0
x(at),a>0 a*&ay a* &y
2. ; X g; a>0 X(aw) X(af)
3. X(-t) X(—=w) X(~f)

Exempelvis gdler for fouriertransformen av x(at);

¥ ¥
0 x(at) edWt dt =ésubsta =s,d = ds/ali= 8 X(s) edws /ads = 1 ><?/9
0 ao a ag
=Y =Y
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(e) Pulstdg « Pulstég
Funktionernad(t — n) har enligt ovan transformerna e2Pnf, Summerar man dessa, sa fa&r man att

¥
& d(t—n) har transformen

n=-¥
¥ _ ¥
& e2pinf = 3 e2pinf = éenligt sambandet (12) sid 21 Arb.matr 3U= & d(f —n)
n=-¥ n=-¥ n=—¥
¥
Funktionen & d(t — n) & dltsd sin egen fouriertransform (f-varianten)! Om istdllet w véljs som
n=-—¥
¥
frekvensvariabel safar man transformen & d(w/(2p) —n) =2p & d(w — 2pn)
n=—¥ n=—¥
Funktion Transform (w) Transform (f)
1 ¥ ¥ ¥
' 4 dit—n) 2p & d(w-—2pn) & d(f—n)
n=—¥ n=—¥ n=—¥

Sampling vid tidpunkternat = nT svarar mot multiplikation med den generaliserade funktionen
T

¥
& dt'T —n).
n=—¥

¥ ¥
8 dt—-nT)= & d(T(UT—n)) = &l = dey/al =

n=—¥

n=—¥
Transformen for denna funktion &r enligt skalningsegenskapen (a = 1/T):
Funktion Transform (w) Transform (f)
) ¥ ¥ ¥
' a ditT —n) 2p & d(w—2pn/T) a d(f—n/T)
n=—¥ n=—¥ n=—¥
¥ ¥
¥ 2p & d(Tw—2pn) = a d(Tf—n) =
3. a d(t—nT) n=-¥ n=—¥
n=—¥ ¥ ¥
2p/T & d(w—2pn/T) UT & d(f—n/T)
n=—¥ n=—¥

(f) rect « sinc
P/2
Integralen dp(w) = 8 gWt dt, som beraknades avsnitt 7.1.2, & ocksa en fouriertransform34, namligen den

—PI2
av en funktion som & = 1i intervallet P/2 <t < P/2 och = 0 f.6., d.v.s. av funktionen rect (t/P). Enligt

berakningarna avsnitt 7.1.2 sa har man:

34 Obsatt d(W) & en jamn funktion.
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Funktion Transform (w) | Transform (f)
1 rect(t/P) Psinc (Pw/(2p))| P sinc(Pf)
Specidlt 2. rect(t) sinc(f)
3. | rect(t/(2p)) 2p sinc (W)
Dualt 4. sinc(Pt) | L rect (wi(20P) | & rect(tP)
och 5. | sinc(¥(2p)) 2p rect(w) 2p rect(2pf)
6 sinc(t) rect (w/(2p)) rect (f)

(9) Steg- och signumfunktionerna

Ett intrikatare problem &r att berékna transformerna for stegfunktionen:

ut)=1,omt>0samt=0,omt<0

och den bed &ktade signumfunktionen:

sign(t) ={1,omt>0samt=1omt< 0} =2u(t) — 1.

For kdnnedom meddelas att man kan visa att

Funktion Transform (w) Transform (f)
1. t 1 1,1
u(t) iw + p d(w) ok +5 d(f)
2. sign(t) 2 1
jw pif

(h) Multiplikation « faltning

De komplexa exponentia funktionerna dr, som vi sett tidigare, egenfunktioner till LTI-systemen

med fouriertransformen for pulssvaret som egenvérde. Eller uttryckt med hjdp av fatning:
X(t) * gwt = X(H) gwt
y(t) « €Wt = Y(f) et

Later vi Z(w) stafor transformen av x(t) * y(t), sahar vi (for fixt men godtyckligt w och variabelt t):
éAssociativa lagen for faltningll =X(t) * (y(t) » gWt)

Z(w) - &Wt = (x() * y(1)) * Wt

=X() * Y(w) - WL = Y(w) - (x0) * 81

= Y(w) - X(w) . dwt
Division med faktorn dWt ger resultatet

Z(w) = Y(w) - X(w) = X(W) - Y(w).
Faltning av tvasignaler svarar altsdmot multiplikation av deras fouriertransformer!

Funktion Transform (w) Transform (f)
1. (x* y)(t) X(w)-Y(w) X()-Y(f)
2. Dudlt X(1) (1) le(X* V)W) (xX* Y)(f)
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(i) Derivering « multiplikation med variabel

¥
Deriverar man analysekvationen f& man X (1) = § iw X(f) gWt dw
¥
dér man avlaser att derivatans fouriertransform = iw X(f):
Funktion Transform (w) Transform (f)
d i .
1. G X jw X(w) 2pj f X(f)
. d j d
2. Dualt tx(t) i dTvX(W) ZJTJ acX(f)
FOr hogre derivator far man motsvarande:
Funktion Transform (w) Transform (f)
ael wn :
1. g (w)" X(w) 2pj )X
R (2pj £)"X(H)
2. Dualt t" X(t) i Ay g g
" g W) | gpg g X0

Av sarskilt intresse ar

(j) Funktioner med rationella fouriertransformer

Funktion Transform (w) Transform (f)
1. D&n heltal ? 0 d™() (w)n (2pj H)"
2.D&a>0 t 1 1
e a+ijw a+ 2pjf
3.ochnhes 1| tred L e
(n-1)! (@a+jwn (a+ 2pjHn
4D8a<0 tu(— 1 1
eFu=Y) a—jw a—-2pjf
5.ochnhetds 1| e 1 1
(n=1)! (@a+jw)n (a+ 2pHN
6. signt 2 1
jw pif
7.Danhdid? 1 | " o 2 2
(n-1)1 S9N (w)" (2pif"
8.Dda>0 calt| 2a 2a
a2 + W2 a2 + (2p f)2
9.Dda>0 ealt| signt _aw _A4f
0 a2 + w2 a2 + (2pf)2
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Andrarationellafunktioner kan man dtertransformera genom att kombinera informationen i tabellen med
partialbraksuppdelning, linearitet och forskjutningsegenskapen (c) ovan:

Exempel 7.2

2
a. Bestamx(t) SAaAtX(W) =, ;sz o

Losning: Namnaren har nollstéllenaw? = —1 och w2 = —2 och kan darfor faktoruppdel as:

WA+ 3w 2+ 2 = (W2 + 1)(W2 + 2).
Partialbréksuppdel ning ger

w2 _ 2 1
wh+3w2+2 w2+2 wl+1
Lé&ter vi parametern a i (j8) ovan spelarollen av \/2 respektive 1, s ger tabellinformationen att det forstabré

ket &r transform av 2- 1 e-\/_ZItI och det andra av 1 eltl.Man far
/2 2

Vo _ L ot

X(t) = \/_e- It 2e—||

1

b. Bestdm X(t) sa att X(W) = m

Losning: Kvadratkomplettering av ndmnaren ger (w + 2)2 + 1. X(w) har alltsdformen Y(w + 2) dar Y(w) =

1 0
1 E 1 1
m YY1 ® o e—|t|
och viaforskjutning m YA /4® g2t . 5 e-ltl = X(1).
_ 1
c. Bestam x(t) sd att X(w) = —w2 5w — 6

Losning: Pavanligt sétt bestammer man nollstdllenatill andragradspolynomet i namnaren. De & w = —2j och
w = =3j. Namnaren kan darfor skrivasj(w + 2j)(w + 3j). Partialbraksuppdelning ger

1 _ 1 _1 1
w2 —5w—6j JW+2Z)(w+3)  w+3  w+2°

1
Vi fér ijgj 9,0 &3t ()
1
W-:II:Zj 2/z?g43/4® g2t U(t)
1 T a3t _ a2t >
varfor XW) — AAue fed-e2 omt>0,

KO =EF-eHud = 1 0 omt<O0
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wh+ 1
2+1'

d. Bestamx(t) sa att X(w) =

Losning: Namnarens grad & inte lagre an téljarens. Division med rest ger da omskrivningen

wh+ 1 2
—w2_
w2+ 1 1+w2+1'

(Kontrolleral)

Enligt (j1) och (j8) har man

1
w2 Ylve —d’()

1
1 lue  d

1
W22+ 1 hve et
Detta ger att X(t) =—d”"(t) — d(t) + e,

Ovningar: 7.5- 7.7, sid. 83.
(k) Transform av primitiv funktion
t

t
Den primitiva funktionen y(t) :§ X(t) dt kan ses som en fatning: § Xt)dt =0 x(t)u(t—t) d =(x*

k ocoo. x

—¥ —¥

u)(t), Desstransform &r alltsa X(w)- %— +p d(w)—— Q + p X(0) d(w).

(1) Sampling med sampelavstand T « (1/T)-periodisk fortsattning

Om en signal x(t) samplas vid tidpunkternat = nT, n = 0, +1, +2, ..., sa ges (se §4.3, sid 23) motsvarande
sampelfunktion av

Xsampel () = X(t) - ; d(t—nT).
n=—¥

Eftersom enligt (e3) med f som variabdl:

¥
2 dit—nT) %%%e % & d(f—nT)
n=—¥ n=—¥
och produkt svarar mot faltning, sa & sampelsignalens transform:

¥
Xampa(f)  =X()* T & df-nm)
n=—¥
1 ¥
=1 A X(f)* df-nm
n=—¥
1 ¥
=T a X(f—n/T).
n=—¥
Man ser hér att:
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Funktion Transform (f)
X(t) X
1| Samplingav x(t) medsampelavstand T | 1/T_periodisk fortsittning av UT - X(f)

2. Dualt L-periodisk fortséttning av x(t) Sampling av 1/L-X(f) med sampelavstand /L

Med vinkelfrekvensen w som variabel far man det mindre symmetriska

Funktion Transform (w)
() X(w)
3. Sampling av x(t) med sampelavstand T 2p/T-periodisk fortsattning av /T - X(w)
4. Dualt L-periodisk fortsattning av x(t) Sampling av 2p/L-X(w) med sampelavstand 2p/L

Vid sampling &r alltsatransformens varde for en frekvens f (alt. w) proportionell mot summan av vardenaav
X i de ¥ manga frekvenserna pa avstandet n/T fran f (alt. 2pn/T). Dessa olika X-varden kan alltsainte
sarskiljas om man bara kanner till Xsampe -

Exempel 7.3: Vilken & den 1-periodiskafortséttningen av x(t) = sinc t?

¥ ¥ _
Attdirekt summera § sinc(t—n)= & w
n=-¥ n=—¥ p( _n)

Om man istédllet noterar att

ter sig som en svar uppgift.

sinct % QZ?/:® rect (W/(2p)),

¥ .
sa utsager sambandet (1.4) ovan, att fouriertransformenav & sinc (t — n) & samplingen av  2p rect %g
n=—¥
med sampelavstandet 2p. Men
oo rect V0 1 2p, om|t|<p,
Pre%%ops™ 1 0, om|t|>p,

varfér sampelvérdet for w = 0, & = 2p, medan alladladvrigaar =0.

2p rect (w/(2p))

W
P P ; ] L P o
~4p -2p P P 2p 4p
2p d(w)
Vi har alltsa
¥
2 sinc (t—n) %% %o 2p dw),
n=—¥
1
eftersom 2p d(w) 3/?';43/4® 1
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¥
sAmedfor detta att & sinc (t—n) =1 (konstant!) n
n=—¥

7.4 Fourierserierna som specialfall av fouriertransformen

Fouriertransformen handhar i princip ala typer av signaler. Fourierserierna daremot handlar bara om
periodiska signaler. Man kan da missténka att fourierserieteorin &r ett speciellt fall fouriertransformteorin.
Att sAfaktiskt &r fallet kan man inse A hér:

Varje L-periodisk funktion x(t) & den L-periodiska fortsdttningen av funktionen:
i X(®), om|t|<L/2,
XO(t):% 0, om]t|>L/2
Enligt 4.e punkten i tabellen i (1) ovan kommer fouriertransformen X(w) att vara samplingen av
% Xo(w) i punkternawz% ,n=0,+1,+2 ...,dVv.s.

_ 52
X(w)y= & " Xo(2pnL) dw-2pniL).

n=—¥
Sanar som pa en gemensam faktor 2p, sdar denn:te koefficienten i detta pul stag,
L/2
1, a2pno_1 9 :
Z XO%%E,:E 9 X(t) eZPinL gt = cy,
-L/2

tydligen identisk med den n:te fourierseriekoefficienten for x(t)
Syntesekvationen (7.3) for fouriertransformen ger sedan

1 é ¥ ¥ &é O
X0 =5,920 & Cyd(w-2pniL) dWtdw = & ¢, xQ d(w—2pn/L) éWtdw? =
PO n=-¥ n=—¥ 0 -
-y g
¥ .
=3 ¢ eZthn/L'
n=—¥
vilket & syntesekvationen for fourierserier.
7.5 Parsevalsrelation for fouriertranformer
For signaler x(t) dar
¥
- 8 2
IX®I<= 9 Ix©]at
—¥

ar konvergent —d.v.s. de som har en (andlig) total energi3®> —kan man ocksa visa en " Parsevalsk” relation.
Specidllt enkd & den om frekvensvariabeln f véjs pa transformsidan:

2 n

"Vektorns langd” i kvadrat =" Summan” (l&s integralen) av beloppskvadraterna pa ” koordinaterna’ X(f),

35 Allafunktionerna som vi betraktar i den matematiska modellen for signalteorin & inte av det slaget. Exempelvis & den
totala energin hos konstanterna® 0 och hosd-pulsernainte andlig och inte heller hos periodiska funktioner i alménhet.
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¥ ¥
§ Ixo2di=Ix0lI2= § 1x(012cr (7.14)
—¥ —¥
For w-variabeln far man istéllet
y /
Q 19 .
2 - = 2
g IXOI2dt =55 8 IX(w)]2 cw (7.14)
¥ _y

Exempel 7.4
For funktionen x(t) = rect(t) & normkvadraten (totalenergin)
¥ 1/2

Q Q
IX®IZ= 8 |x(®)2dt="Q 12dt=1,

—¥ -1/2
och vi vet (se §7.3(f)) att X(f) = sinc f. Parsevals relation utsager da att
¥
_9 _ Q sin?pf
= || X(H)||2 = 0 sinc?f df = o 0262 df.
—¥
Efter litet hyfsning (sétt pf = t) kan dettaskrivas
¥
Q sindt
8 ? dt = P.
¥

Ovningar: 7.8 —7.20, sid. 85.

7.6 . Litet om approximation av fouriertransformer, en orientering;

| enideal véarld skulle fouriertransformen av en signal x(t) som man vill studera kunna beréknas enligt sin
definition:

¥
§ X(t) eWt dt,

¥
| realiteten & X(t) nastan aldrig helt kand — dels kan man kanske inte iaktta signalen under hela sin varaktig-
het, del's detekteras signalen inte i kontinuerlig tid utan bara vid vissa sampeltidpunkter. Man behéver darfor

rent allmant gora en analys hur dessa tva inskrénkningar (trunkering respektive sampling) paverkar
mdjligheterna att skaffa fram goda apprOX|mat|oner till X(w). Frégestallningen & inte alldeles enkel, sd den

analysen blir hér i stor utstrackning informell.

X(w) =

|. Trunkering

Med hjalp av rect-funktioner kan vi koncist beskriva trunkeringar. Om signalen x(t) "klipps av” genom att
den baraiakttasi intervallet —-P/2 < t < P/2, sa kan den trunkerade signalen Xp(t) skrivas

Xp(t) = x(t) rect (t/P).
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I1. Sampling

Samplasen signal X(t) vidtidernat=nT,n=0,
+ 1, £ 2, ... sakan motsvarande sampelvéarden
sammanfattasi ett pulstag

(0]

¥ Xy
Xs(t) = & x(nT)d(t—nT) = x(t)-é1 4 d(t—nT)%
n=—¥ =—¥ (%]

som i figuren ovan. Lagg marketill att Xg(t) ar produkten av x(t) med en speciell funktion som & oberoende
av X(t) — enhetspul stéget

¥
a d(t—nT).
n=—¥
A t Samtidigt kan funktionen %(t) = T-Xg(t) for
“ sma T uppfattas som en slags approximation
2 till x(t). Man har ndmligen for godtyckligainte-
— A il |xo| [xm grationsintervall (sefiguren):
T' x-3n “ X(2T) >F/‘

§T-$(S(t) dt = & T§ X(nT) d(t — nT) dt =

. .9
é, T Xx(nT) » éRiemannsummaul » 8 X(t) dt.

Detta kan tolkas som att medelimpulsena for de bada signalerna x(t) och %¢(t) Gverensstammer va Gver
godtyckligaintervall (om T &r tillréckligt litet).

[11. Trunkering och sampling

| mera realistiska modeller for uppmétning av signaler bade samplar och trunkerar man. Om signalen
samplas vid de 2M + 1 tidpunkternat = nT, n = 0, +1, #2 ,..., M, sa kan mé&tningarna beskrivas av
pul staget

M
Xrp(t) =x() - T- & d{t—nT),
n=-M
dar P far stafor trunkeringsintervallets 1angd,

P=NT, da N=2M + 1 & antalet sampel.
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Nér det gdler den formelméssiga beskrivningen har vi sammanfattningsvis.

Exakta signalen
X(t)
> ¢
I. Trunkerad signal I1. Samplad signal
(1) ()T
X(t)
"%’L%z_ |P )j'r‘/2 >t oo BT 2T -T! T 2T 3T .. >
. ' ¥
X(t) » %p(t) = X(t) - rect(t/P) X(t) » Xp(t) = x(t) - T+ & d(t—nT)
n=—¥
n=0,x1, £2, ... (Oandlig summa)

[11. Trunkerad och samplad signal

X(t) » %7 p(t) =x(t) - T - g dt—nT) =
=—M

n_

M
—MT Tl T MT o =T.- & X(nT) d(t—nT),
-  p — > n=-M . .
P=NT,N=2M+1 n=0,+1,+2 ..., M. (Andlig summa)

Fouriertransformerna for Xp(t), %1(t) och Xt p(t) kan missténkas approximera fouriertransformen for x(t) — i
varjefall om P & "tillrackligt stort” och T ar "tillréckligt litet”. Sambanden ovan kan anvandas for att
narmare analysera hur parametrarna T och P paverkar det hela

For detta ar det nyttigt att hdllafoljande faktai minnet.36

0y wEEe xh« o,

X(®) * y(b) 3/4{3’21 Ya®  X(f) - Y(P),
dit-a) %Ybe e2pia
¥ T ¥
T- 4dt—-nT) 3%4%3%® a d(f—n/T),
n=-¥ n=_y
rect (VP) %Y%® Psnc (Pf).

36 Vi foredrar har att anvanda varvfrekvensen f i stallet for vinkelfrevensen w, f = w/(2p).
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Fall I. Fel fran trunkering

Manhar  %(t) = X(t) - rect(t/P) 37422%2® Xp(f) = X(f) * P sinc (Pf)
¥

= § X({f-j)PsncPk d.
¥
En heuristisk tolkning av uttrycket for transformen kan se ut sd héar: Nyssnamnda faltning kan ses som att
man ersatter X(f) med ett glidande medelvarde dér funktionen P sinc P(j ) anger vilken "vikt” man ger det
funktionsvérdei punkten som ligger j enheter ifran f.(37 Eftersom P sinc P(j ) for stora P vasentligenar * 0

barai narheten avj = 0, s kommer man da att bilda ett slags mycket "lokala” medelvarden — grafen for
5(p(f) blir en ”blurrad” variant av grafen for X(f).

Pa grund denna medel vardesbildning kan felen forvantas bli storre i punkter dar X(f) varierar kraftigt an i
punkter déar X(f) &r relativt konstant.

Eftersom 1/P & ett méatt pa bredden hos huvudloben hos viktsfunk-
tionen — dess nollstéllen nérmast origo & +1/P — kan man via den
parametern fa en uppfattning om hur nara tva frekvenstoppar kan fa
ligga for att de efter medelvardesforfarandet fortfarande skall gé’l att
"kanna igen”. Storheten 1/P tas som ett ingenjorsméassigt matt pa
frekvensuppl sningen.

P sinc Pf

=l o B Bl

g i Eron
L L k! |"I'|' B i

Om man exempelvis vill méta upp frekvensen hos en ton med en '
onskad noggrannhet pa 0,01 Hz sa bér métningens varaktighet at- Nollstdllen: +1/P, +2/P. +3/P. ...
minstone vara bortat 1/0,01 = 100 sekunder.

Fall Il. Fel fran sampling

. . A ¥ ff - ¥
Hér har vi Xt =x®) -T- &dt—nT) %%%® X(f)=X{F=* & df-nT)=
n=—¥ n=-¥

¥
= & X(f—n/T).
A n=—¥
Detta betyder att X1(f) exakt & den 1/T-periodiska fortsattningen till X(f).

For bandbegransade signaer (sddana dar X(f) = 0 utanfor nagot andligt frekvensintervall |f| < B) kan man

¥
for tillrackligt storavérden pA /T (3 2 B) exakt rekonstruera X(f) ur summan & X(f — n/T). Man har ju
¥

n=-—

att X(f) = X(f) for f inom bandet och = 0 utanfdr.

¥
Q

37 Obsatt vi vet att 8 PsincPj d =Q sincj d =1
¥

k ocoo
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For signaler som inte & bandbegransade, men déar spektret avtar "snabbt” mot 0 daf ® +¥, sd har man
istallet att X(f) » X¢(f), for "méttliga’ f.

De felaktigheter man far d, héror fran termerna X(f — n/T), n 1 0, i summan. Man kan alltsa for ett visst f-
vérde utifr8n enbart X1(f) inte skilja p& Xf):s varden i de olika frekvensernaf — n/T, n = +1, +2, ... .

Detta & den sk. aliaseffekten. Denna blir — dterigen forutsatt att X(f) avklingar ”snabbt” mot 0 — mindre
uttalad ju mindre sampel avstandet &.

Sampelintervallet T kan enligt detta valjas genom att man forst bestdmmer en ”bandgréns’ B ovanfor vilken
signalens frekvenser kan férsummas,38 sedan tar T < 1/(2B).

Anmérkning: Berékningsformlerna for hur man bestammer )A(T(f) ur sampelvérdena x[n] = x(nT), n =0, £1, #2,...
blir litet enklare om man véljer sampelavstandet T som tidsenhet. Man far da analysekvationen
R ¥
X1(f) = & x[n] e2Pinf,
n=-—¥
vilket &r en 1-periodisk funktion, och motsvarande syntesekvation
1/2

9 . .
X[ = 8 X Pinff n=0, +1, +2,...
-1/2

Tillordningen, som tiill talféljden x[n] ordnar funktionen X1(f), & den s kallade tidsdiskretdouriertransformen
(TDFT:n). Den &r dud till fourierserietransformen (som ju till periodiska funktioner ordnar talfoljder — fourier-
koefficienternal). TDFT:n med tillhérande tabellinformation &r ett bra hjalpmedel bl.a. for for att analysera samp-

lade signaler. u
Fall I11. Fel fran trunkering och sampling

Den approximation till x(t) mani dettafall arbetar med &r

M
X(®) » %rp(f) = x(B) - T- & d(t—nT),d&r P=(2M + 1)T = NT. (39
n=-M

Man astadkommer det uttrycket genom att man forst multiplicerar x(t) med rectp(t) (d.v.s. bara betraktar

¥
sgnaleni tidsntervallet |P/2 £ t £ P/2) och sedan multiplicerar med T - & d(t — nT), (d.v.s. samplar med

n=—¥
sampelintervallet T) eller vice versa. Faltningssatsen ger da att
¥
o) %E®  X()* PsncPf+ & df—nT)
n=—¥

¥
Q Q
38 Exempelvis kan man tillse att energiandelen, 8 X (F)[2cF / 8 IX()[2cF, som ligger utanfér bandet héller sig under
>

[fl > B —¥

nagon godtagbar grans.
39 Noteraatt N alltid &r ett udda heltal i detta sammanhang.
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X p(f) &stadkoms allts& utifrén X(f) genom en medelvardesbildning (faltningen med P sinc Pf) &tfoljd av en

¥
1/T-periodisk fortséttning (faltningen med & d(f —n/T)) eller vice versa
n=—¥

Vi har vidare att

. M TT - < N -
p(t)= T- & x(NT)d(t—nT) %%%® Xrp(f)=T- & x(nT) e2PinTi,
n=-M n=-M

Som approximation till fouriertransformen X(f) far vi altsa férsta hand detta summauttryck for S(T’p(f).

Storheterna P (trunkeringsintervallet) och T (sampelavstandet) valjer man lampligen enligt principerna
beskrivnai de badafallen ovan.

Med tanke pa att upplosni ngen & av storleksordningen 1/P &r det rimligt att berakna summan bara for
frekvenser i sampelpunkter pa avstandet /P fran varandra, t.ex. f = k/P, k heltal. Och eftersom aliaseffekten
kan gorasig géllande for frekvenser |f| > 1/(2T) = N/(2P), sa bor k véjas s att

|kJ/P < N/(2P) = (2M + 1)/(2P), dvs. |k| < M.
Man har altsd att beréknade N summorna

~ M .
Xrp(KP) =T & x(nT) e2PikIN, k=0, £1, ..., +M (40
n=-M

vilka sedan tjanar som approximationer till X(k/P). Denna procedur transformerar tydligen talfoljden
X(nT),n=0, £1, ..., =M till talfdljden Xt p(k/P), k=0, £1, ..., £M.
Proceduren, bortsett fran faktorn T:

M .
XK = & x(nT) e2PinkIN k=0, +1, ..., #M, N = antalet termer i summorna,
n=-M

gar under namnet den diskreta fouriertransformen (DFT:n).

DFT:n stora betydelse ligger i, att den kan berdknas med ett &ndligt antal rékneoperationer. Det & denna
transform som i praktiken beréknas nar man bearbetar samplade och trunkerade signaler i maskinellt i
datorer. De andra bada fouriertransformerna (FT, FS) kréver att man berékningar oandliga serier eller inte
graler. Dessutom forutsétter de att man kénner signalen under kontinuerlig tid, vilket man i realiteten aldrig
gor.

| redistiskafall & talet N mycket stort — 100 000 eller mera & inget ovanligt — varfor raknearbetet anda kan
bli betydande. En viktig innovation gjordes for inte s lange sedan (Cooley och Tukey, 1965). Man
konstruerade en berdkningsalgoritm for DFT:n — Fast-Fourier-Transform — som gor det mgjligt att
nedbringa antal et nddvandiga rékneoperationer avsevart:

Anvander man transformationssambandet i DFT:n rétt upp och ner, sa behéver man gora N st multiplika-
tioner for varje koefficient, d.v.s. sammantaget N2 multiplikationer. Cooley och Tukey utnyttjade en om-
skrivning av transformationssambanden, som for det fall att N = N,- N,, gor det mgjligt att komma undan
med N-(N; + N,) multiplikationer. Bast fungerar algoritmen om N & en 2-potens. Antaletmultiplikationer
blir da (hogst) 2N log,N. For N = 1024 = 210 exempelvis, kraver en "rakt-upp-och-ner”-berdkning i
allmanhet fler an 106 multiplikationer, medan FFT behover hogst 2-1024-10 » 2-104 — en besparing pa
nérmare 98%! (41

40 Obsatt Tk/P = k/N.

41 Den Cooley-Tukeyska omskrivningen & dock inte alldeles " ny”, den utnyttjades redan under 1800-talets forsta halft i and-
ra, men besldktade sammanhang av Gauss.
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Ovningar till kapitel 7
(Nedan betecknar u(t) ”the unit step function”, dvs. u(t) =1 omt>0och=0omt<0.)

7.1

Berékna

a eltlx 1, b. ex u(t), c. elx u(-), d. eltlxt,

e rect(t) * 1, f. rect(t) * t, g. rect(t) » t2,

h. rect(t) * u(t), (ritafigur!), I rect(t) = rect(t), (ritafigur!)

j.u®) = u(), (ritafigur!), k. et * rect(t), I {e-u(t)} ~ e,
m. eltl« dt n. eltl* cost, o. eltlx sint, p. dt—1) = d(t-1).

7.2 Veifierafdljande adlmannarelationer (a och b & en godtyckligareella konstanter):

7.3

74

7.5

7.6

1.7

a d(t-a)* y(t) =yt-a),

och omx(t) * y(t) = z(t)

b. x(t—a)* y(t) =x(t) » y(t—a) = z(t —a),
C. X(t—a)* y(t—b)=zt-a-Dh),

d. x(-t) * y(-t) = z(—).

¥
: o Q i} e i} :
Funktionen x(t) & sadan att 8 X(t)dt & konvergent. Verifieraftljande almannarelationer.
—¥

¥ t
a (i) * 1=§ x@)dt, b. x()* u(t) =§ Xt dt,

¥ ¥
och for defall da x(t) dessutom & en jamn redllvard funktion:

C. X(t) » cos (wt) = X(w) - cos (wt), d. x(t) * sin(wt) = X(w) - sin (wt),
(Ledning: Obs att x(t) & jamn och reellvard (om och) endast om X (w) ocksd ar (jamn och) redllvard.)

Vilkaér relationerna motsvarande dem i 7.3c och d om x(t) istéllet & en udda, redllvard funktion?

Bestam fouriertransformen med f som variabel av sinc(t) genom att anvanda tabellen vid (f) ovan och
produkt-faltnings-sambandet j. (Se ocksa 6vning 7.1i ovan.)

a. Harled (j4) genom att kombinera (j2) och tidsrevertering (d3).
b. Harled (j9) genom att kombinera (j2) och (j4).

Anvand tekniken med uppdelning i partialbrak for att bestamma funktionerna x(t) som har féljande
fouriertransformer:

W+ 502 + 4 CowA+5w2+ 4
o w L]
w4+ 5wW2 + 4 Towd+ow

w2
€. m

83



7.8 Berdknafouriertransformernatill
a e2(t-1)yit-1), b. e2t-1| c. dt+1)+dt-1)

d. %[{u(—Z—t)+u(t—2)}, e. sn(2pt+p/d), f. u(t)edcosht,a>0,

¥
g e3ltlsin2t, h. & ard(t—nT),|a|<1,T>0,
n=0

i.  tu(t) e2 cos 4t, t.ex. genom att anvanda resultatet fran uppgift f.
j.  rect(2-1), k. eltlcos2t, l.  trectt,
m.. sint-rectt, n. t-sinct, 0. cost-snct,

p. sinct* sinct.

7.9 Bestdm de signaler som har fdljande fouriertransformer

2sin3(w-2
a  2pdw) + pd(w—4p) + pd(w + 4p), b. w£2pp) ’
c. cos (4w + p/3).

7.10 Signalenx(t) har transformen X(w). Uttryck foljande funktioners fouriertransformer i X(w):
a yi()=x(1-t) +x-1-1),

b. yo(t) = x(2t-8),
c.  ys()=x"(t-8)

7.11 Vilkasignaer har foljande fouriertranformer:
a  Yi(w)=u(w-1)— u(w-2), (uar enhetsspranget),

b.  Yy(w)=cosw:sin2w,

¥
c.  Ys(w)= & 2"dw-n).
n=0

7.12 Anvand det faktum att

e-tl 3, ;Zg/:® %
1+ w
for att bestdmma fouriertransformernadtill:
a te-tl,
a (Ledning: Anvénd dualiteten hos FT.)
(1+12)2 g .
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7.13 Berdkna(rectt) * (cos 2pt + cos t) genom att forst fouriertransformerafaltningen, férenklaresultatet
och sedan &ertransformera.

7.14 Bestdm signalen x(t) om man vet att
X(w—1) + X(w + 1) = G(w), dér
i2 om|w|<2

G(W):%O, om|w|>2.

7.15 Lé&tx_(t) varaden L-periodiska fortsittningen av sinct,
¥
X ()= & sinc(t—nL).
n=—¥

a  Vefieraatt x (t) :% (konstant) om0 <L < 2.

pto

da2<L <4.
L 3 a

b. Vefieraatt x (t) = % g[ +2cos—

(Ledning: Anvand samma metod som den i exempel 7.3.)

7.16 Ett idealt |3gpassfilter har den egenskapen att det sldpper igenom en signals alla frekvenser w upp till
en viss niva L med ofrandrade amplituder, medan de hogre frekvensernainte slappsigenom alls.

a. Om x(t) har fouriertransformen Xw), uttryck med hjalp av rect-funktionen transformen X (w) for
den filtrerade signalen x_ (t).

b. Bestam X (w) dax(t) = et u(t). u(t) = " enhetsspranget” (Heavisides funktion).

c. Hur stor andel av signalens energi gar forlorad vid filtreringen? Ge en formel for dettai det all-
mannafallet och tillampa den padet speciellafallet i b-uppgiften.

d. Verifieraatt den andelen fOr stora L approximativt & = p2L for fallet i b-uppgiften.

e. Vilken & den filtrerade signalen for signden i b-uppgiften? Svaret far innehdllaintegraler.

7.17 Ur tabell har vi att fouriertranssformen av et? ar\/p/a - e 2/(4a (a > 0).
Berstam fouriertransformernatill:

a 2tet? b. et?.et? c. et?x gt?

7.18 a. Bestam fouriertransformen tiII

f(t) = t2' dér a & en reell konstant.
b. Ett LTI-system har som pulssvarsfunkti on
_ cost
h(t) = 9+ 2

Vilken & systemets utsignal om insignalen & x(t) = sin t?
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7.19 TvaLTl-system L och L, har pulssvaren 1 jLLtz reﬁpektivegit2 ,a,b > 0. Dessa seriekopplastill ett
nytt LTI-system L.
a BestdmL:spulssvar.

b. Om signalenx(t) = gertZ tassominsignal till L4, vilken & dautsignalen?

c. Vilkenar L:sutsigna ominsignalen somi b-uppgiften?

7.20 TVALTI-systemL, och L, har pulssvaren e8| respektive ePltl, a, b > 0. Dessa seriekopplas till ett
nytt LTI-system L.

a BestamL:spulssvar for det fall atta® b.
b. BestamL:spulssvar dda = b.
c. Vilken utsignal fa&r man fran L om insignalen & x(t) = sin 2t?
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Svar till 6vningarna

1.2

1.3

14

15

1.6

17

1.8
19
1.10

111

112

¥
_p . 3 2 @Kkt
b.  x®=5 +k:a_¥p(2<+1)2 g(2k+1)

b. A,=a,ochj,=0.

_ (_1) n+1
T 2n

a ,dant 0,cp=0.

_1\n+1
b. a,=0,n3 O,bn:% ,n3 1.

¥ 12
X(t) = Eol Cn €2Pint och ¢y = 9 X(t) e=2pint .

n=-¥ 112

W2 (Observera att funktionen i uppgift d & summan av dem i uppgifternab och c.)

dm = 2?_}53 » 2.4056,d, = 517 “62810 » 0.4313.

\2,N/2/3 och 2/2/(3\/5) respektive 1,/1/3 och 2/(3\/5).
p?

a. 6 y

p?

b. 90

a 2p.

b. Integralensvarde = 1, nollstéllena & heltalpunkternautom a = 0.

1 T T T T

0.5F

sinct

()=

05 I I I I I I I
-4 -R -2 -1 0 1 2 R il

1 _ 1 _ __2a N
a+iw ' YW =555 ZW) = X(W) + Y(w) = 22 Integralens varde: a3

X(w) = s
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1.13 a  Linjar ochtidsnvariant,
b.  E linjar, mentidsinvariant,
c.  Lnjé ochtidsinvariant,
d. Vakenlinjar éler tidsnvariant,
e.  Linjar ochtidsnvariant,
f. Linj&r och tidsnvariant,
g. Linja men g tidsinvariant,
h.  Linjér ochtidsnvariant,
I Ej linj&r men tidsinvariant,
j. Linj&r men g tidsinvariant.
114 a 2, b, 2t c. 22+3
21 a
Ax i
/ARNVANEZaVanS
- -1
sint/2 sin 2t
b.
Ax
2k
. 28nt
1k sint
/—\ /—\
-2p 1/2sint p 2p t
- -1
- 2
22 a-—d.
Ax
X(=t) X(t)
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a,e—g. a, h.

A x
10
A X
X(t +1) ! X(2t) x(t) X(t/2)
10x(101)
g
-1 1 2 3 4
a,i
A X
.| X(t)
X(t)
1.
/\ t
-1 1 2 3 4 r vio 1 i’
(x(t))10
23 b, X)) =x() +x, ) P x(=) =x(-) + X,(-1) = Xx(t) — x,(t). Summation och subtraktion av dessa
likheter ger X(t) + X(=t) = 2x(t) och x(t) —x(-t) = 2x(1).
. . 1 t
24 a  coshtochsinht, b. costochi-gint, C. 1_g OChm :
25 a  Obs. att man far grafen for rectp om man tojer (drar ihop) grafen for rect; med en faktor P.
b.  Obs. att man fér grafen for rect;, p; om man forskjuter rectp dér P = b —a med (a + b)/2 &
hoger (om dettata > 0, annars & vanster).
31 a p, b. p, C. 1.
3.2 Fundamental perioden &r =1.
3.3 3-periodiskafortsattningen:

-t datl£ 1, )
y3(t) - %0, dél £ |t| £ 1,5, y3(t) - y3(t_ 3)

2-periodiska fortséttningen:

y2(t) = 1—[t], daft] £ 1,ya(t) = yo(t-2).

1,5-periodiska fortsattningen:

"1t dalt] £05, i
¥a2) =105 daos5e Jt|g 075, YLSW =Yislt=19).
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34

35 x(f)=2-(t-1),da0<t£ 1.

4.1a.
0%

4.1b
s

4.1c
z

-0/4 -5/4 14 r
4 4 L g Tl 34 7

&

4.2a 1, b 0,

4.4 —edl4,




4.5a y(t) = 2x(t) (dvs. forstarkning), b y(t) = x(t—a) (dvsférdrdjning a tidsenheter).

46. d(at) =+ d(t) oma<0. (Sammanfattningsvis: d(at) = Lil d(ty omat 0)

4.7a. 4, b. 0.
4.8a. 2d(t) — (signt) - sint, b. (signt) - cost, c.dit—a)—d(t—b),
d{0,omt<0,-1om0O<t<1, lomt>1} + d(t) e —u(t)tﬁl2 e(1) + d(t).

4.9. u(t) -
4.10b.

X(t) a3

X (t) »

X (1)

a5

-1

4.10c. Pendeln befinner sigi viladat < 0, far en ” enhetsknuff” & hoger vid t = 0, bdrjar svangaenligt x(t) =
sint, far en ny enhetsknuff, den har géngen & vanster, vidt = 2p. Denna stoppar rorelsen helt.
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411a. X() ={0omt<-1,-1lom-1<t<0,1omO0<t<1 0omt>1} +dt+ 1) —dt-1),
X')=d(t+1)—-d (-2 —dt+1) +2d(t) —d(t—1).

b. V32(Wsinw +cosw —1).
4.12a. d(t—p) —d(t + p).
b. 2j sin(pw).
4.13a. d'(t—p)-d(t + p).
b. 2wsin (pw).
415  7d'(t+ 5 d().
416  d(t) respektive d)(t).

226100 12 g24l00
5.1 al-¢c: , b 1-— .
&5 5 g & 5

1
5.2 3

55 P. (Summan av serieni uppgift 5.3 fért=0, d.v.s. summanav 2M + 1 = P &t. 1:0r.)

57 i‘ 1 _ l+e® @ P+eP 0
L 2 Piem P @_ep TP

sin pna

¥
g@= a
n=1

;\‘1 ! O\

\(; 1 a
—1/ 2

¥ ¥ ¥
5.10 4 cos (np/2) d(t — np/2) respektive & cos (np) dit — np) = & (<D™ d(t — np)

n=-—¥ n=—¥ n=—¥
_ = -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 ..
Foljderna av sampelvarden: o 1 0, -1, 0, 1, 0 -1, 0, 1, O, -1, ..
respektive
-1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1,
¥
¥ Q
511 a & x(nT), b. Q X(t) dt.
n=—%¥ o
V4
512 sgnt
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5.13 sm(—p/4)——\/_2

6.1a  Forsin2pt: c; = 1/(2)), c_1 =-1/(2j), cy = 0 for dvrigan.
For cos 2pt: c1 =c_1 =12, ¢, =0f6r dvrigan.

¥ ¥ .
6.1b ¢, =1foralan. Syntesekvationen: § d(t/L —n)= § e2pint/L,

n=-—¥ n=-—¥
— e2pjn/3
6.2 :12;]?‘] omn?! 0,¢= %
6.3a. X(t) = a ch e@nt dérc, = 2( 2) dant Oochco:%.
n=-¥
ag ¥ N G/ LI 2p?
x(t):7 + & a,cosnt, dara,=4 02 dant? OochaO:?.

¥
63b. x(t)= & C,8PMW2 d

dan? Oochao:g.

¥ nt cos (pn/2) — (=)
X(t):% + ﬁlan p ,déra, =4 (pnzgz (1)

¥ _
6.3c. x(t)= & c,&8P3 dirc,= 2= 3COS(J$]?)/3)+( Ok dan! Oochcy=1.
n=-¥

¥ —
x)=1+ & bnSII’]p dér by = 2 3008(pg/3)+( ]_)n
n=1

2 3 (D e

. . -4 . pt

A TR A @2 ®
b. Om B > 1500 Hz sa kommer andelen forlorad energi att vara < 0.3 % (om B < 1500 Hz, sa
kommer andelen att vara> 1,4%.

_p _ p e+2p) _p&e eP 0_
6.5 a.x(0) = sinhp’ X(4) = sinhp X(p) _Z%nhp snhpg_ P coth p.
b. p cothp.
¥ 14n_ ¥ 1 ¥ n ! . .
Obsattx(p) = & = a +j & 5 = & 5 +]0, eftersom termernai
pey1tn? 2 1en2 L 2 142 2, 142

den senare summan tar ut varandra parvis.
Anmérkning: Aven Parsevals relation kan anvandas. Man har att

Ix(®)II2 = 2|O IOnI2

1+j nj 2 Ca‘%/l+n2°2 1

1+n2t ~ &1+ 1+n2

dér lcal2 = 1 (D
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2 et gt = p2  eP_ep _
nh2p  sinh2p 2 -

p2 (&P —eﬂo)(do teP) _ p?

_0p
och MolI2 = 8

-2-sinh p - cosh p = 2% coth p,

~ snh2p 2 ~ sinh2p
¥
vaav ni‘ L2 = p cothp.

6.6a. a4 =3,by=1, dvrigaa- och b-koefficienter =0,
j ]

3
C2=—5,C2= 504=Cy = 2,ovrlgacn 0.
6.6b. ax=3,by =1, 6vrigaa- och b-koefficienter =0,
C1 ——12, Cq= 12,02 Co= g,ovrlgacn 0.
(Ledning Anvénd Eulers formler och syntesekvationen.)

6.7a. X(w)=3e3w + % JW/6_ (Ledning Férenklaférst funktionen.)

670, =g () + g1 (obsang,= 2 x (%))

¥
6.8 Xt) =3 & (-)"d(t-3n/2)
n=—¥
¥ ¥
(Ledning Syntesekvationen ger x(t) =2 & e2Pi(2n+1)t3 = 2e2pjt/3 . § e2pjn (2t/3),
n=-¥ n=-¥

¥ ¥
anvand sedan identiteten & e2PIN/L = | &  d(t— nL) och att y(t) d(t — &) = y(a) d(t — a).)

n=-¥ n=-¥
e —eP
6.9a =DM op—jn)
P-eP 1 eP—-eP n
= (—1\n = (—1\n+1

4 °
6.10a W3(slnw —w cosw),daw? O, = é daw = 0.

2 2 1 _2 .
6.10b c,= pn3 sinn-— pn2 cosn, (n 0)-Co—3p,
_ 4 L 4 3 _4
an = 7pn3 sinn 7pn2 cosn, (N3 1). ag 3p b, =0.

2.
- _1)n+1
6.10c cy= p2n DML, (nt 0).¢ = 3

4 _ 4. _
an—anz (—1)n+1, (n3 1)a0—§, bn—O.
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A A
610d L™\ >

-2p -1 l 1 2p
2p-periodisk fortséttning

-5 3 -1 l 1 3 5
2-periodisk fortséttning

6.11a X (f) = 3y(t) — 2p3v(0), y () = 2(t), Z () = 1 - 2p (D).
6.11b Fornt 0:jna, = 3b, —2p3dy, jn by = 2¢,,jnc, = —2pd,.

—1)n
6.11c 2pd,=(-1)" P ay :j(nl?? (p?n2—6) fornt 0. x(t) uddafunktionp ag=0.
6.12a cy= (="

6.12c Oma=N:cy =cCp :% , Ovrigac, = 0.
(Obs att den 2p-periodiska fortséttningen = cos Nt)

71. a 2, b. d, c. et d. 2t
1
2
e 1 f. t, t +12,
‘%1, omt>1/2,
h. tt+1/2, om|t| £ 1/2, 1-|tl,om]|t]|£ 1, 0 annars,
to, omt<-1/2,
it omt3 0Q,q
i 1 ”: " 2_ 1/2 t
J- %01 omt<0,k§ t-u(t), k. (e1/ es) el
. e, m. dt, n. cost, 0. sint,
p. d(t—2).

7.4 X(t) * cos(wt) =i X(w) - sin (wt) och x(t) * sin (wt) =— X(w) - cos (wt).
(Obs att x(t) & udda och redllvérd (om och) endast om X(w) & (uddaoch) imaginér, d.v.s. har realdel = 0.)

75. 1—|f|,om|f|£ 1, 0O annars.

1 1 1 1 5 1 O .
Lt a2t et + = 2t 20t = et]2
77 a 6e-I | 12e-I } b. 6e-l |+3e-| l C. %e-l | 6e-I Ibslgnt,
1 . 3
d. 1g (e3tl-1) signt, e d(t)—ée-3|tl.
eiw 4w
78 a 2+jw’ SR C. 2cosw
d. —2jsin2w, e. p{eiP/4d(w—2p)+&P/4d(w+ 2p)}
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7.9

7.10

711

7.12

7.13

:\/p_z{(l —j)d(w—2p) + (1 + j)d(w + 2p)}

(Ledning sin (at + p/4) = -2j (dP/4 gat _egp/4 gfat))

a+tjw
(a-l-jvv)JZ-I-bZ’ (Ledning Transformer t.ex u(t) ea och cos bt, enligt faltningsegenskapen &r svaret 1/(2p)

faltningen av dessa transformer. Obs ocksa att x(t) » d(t—a) = x(t — a).)

9. -3i e 1 B 1 0
T+ (W=2)2 9+ (w+2)2%
faltningsegenskapen med faltningen patransformsidan.)

(Ledning Transformera e3It| och sin 2t var for sig, anvand sedan

1
h. ———————= . (Ledning: Transformeratermvis. Man f&r en geometrisk serie som kan summeras.

(2+jw)?-16 . N .
@2+ jW)2 +1 6)2' (Ledning: Derivera patransformsidan.)

(
j. 2sinc (wW/(4p)) - edw/2
k. Y(A+(w-2)2) + 1/(1+(w + 2)2)
- j[w cos (W/2) — 2 sinw/2)] w2
m. j/2 - [ sinc (W + 1)/(2p)) — sinc ((w — 1)/(2p))]
n. j[d(w+ p)—dw-p)]
0.. 2 -[rect (w+ 1)/(2p)) + rect ((Ww—1)/(2p))]
p. rectw/(2p)

a. 1+ cos(4pt), b. e2Pit rect(t/6). (Ledning: Givnatransformen = 6 sinc (3(w —2p )/p.)
C. 5 (ePiBd(t—4)+ePiBd(+4)).
a Yiy(w)=2coswX(-w), b. Yo(w)= % edw X(W2), ¢ Ya(w)=-w2eBw X(w).

a yit) = le e3it'2 sinc (t/(2p)) = &8it2 Sin

ptt/ 2. (Ledning: Y4(w) =rect (w —3/2).)

b. yo(t) =(d(t + 3) —d(t—3) + d(t + 1) — d(t —1))/(4j). (Ledning: Anvéand t.ex. Eulers formler.)

_1 1
—4jw .
B - {w |
a (1+w2)?2 b. —2pjwelW|,

2sin(1/2) cost. (Obsattsinc 1 =sinc (-1) = 0 och att sinc (1/(2p)) = sinc (<1/(2p)) = 2 sin (1/2).)
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7.14 s SITnt . (Obs att G(w) = 2 rect (w/4). Ett mellanresultat: 2 x(t) cos t :ﬁ sinc (2t/p).)
7.16 a X (w) = X(w)-rect (W/(2L)).
b

X (W) :1+1jw - rect WI(2L)).

7

-

Q

Q [X(W)|2 dw

L , 2 _2 1
c. 1-— respektlvel—f) arctan L =p arctany .

o

g | X(w)|2 dw

x
|

d. Anvand t.ex. MacLaurinutvecklingen: arctans = s + O(s3). Sétts = L denna.

¥ t
e XL(t)=X(t)*EIF;-sinCIE)tE=IF;§e-t sincl'(tp_t)dt :IF; § e—(t—t)sincl';dt =
0 ¥
; ; g sinLt
_L 49 oLt 1 Q sin
—pe-getsmcpdt—pe-tg i dt.
¥ —¥

717  a —~/p-jw-ew?4,
b. Vp2- ew?s
c pew?2

718 a Ledw-4,
b. B (eB+1)sint

2p 1
7.19 a 3 16+ 2

b. Sammasom a.
7p 1
36 49 + t2

2
7.20 a m (a e—b|t| —b e-dtl),

b 2 (1+ ) e,

4ab
(@2 + 402 + 4)

sin2t. (Avendda="b.)
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Institutionen for matematik
KTH
Formelsamling for Kursen SF 1635 (f,d, 5B1209/5B1215:2)

1. Speciella funktioner

. . » _ i1, omt>0,
Sorangfunktionen (Heavisides funktion) ut) = * 0 omt<0
. _ i 1, omt>0,
Sgnumfunktionen signt= *
-1, omt<O.
i1, om|t|<1/2,
Rektangel funktionen rectt = +
0, om|t| > L2
I (sinpt)/(pt), omt O,
Snuscardinalis (" Sncen”) sinct= L omt =0
d-funktionen:
. ¥
| 0, omt* Q¢ o)
d(t) :* . Y och Q d(t—a)dt=1for alakonstantaa.
odefinierad, omt =0 0
¥

Om x(t) & kontinuerlig for t = a:
X(t)-d(t—a) = x(a)-d(t—a),
Skalning:
1

d(at) = Ia| d(t),oma? 0.

2. Generaliserad derivering

Om x(t) & en stréckvis deriverbar funktion med sprangdiskontinuiteter dy dy, ... i punkternaay, ap, ... ,

d =x(@+)—x@-), aa
X)) ={X{®)} + did(t—ag) + drd(t—ap) + ...
(X' (t) & den generaliserade derivatan, { X (t)} den klassiska).
Specidlt:
u’(t) = d(t), gtsign () = 2d(1), gt rect(t) = d(t + 1/2) — d(t — 1/2).

Derivering avd-pulser:

¥
Om X (t) kontinuerligi t = a: § X@®)-d'(t—a) dt=—x(a)
¥
i
Oom x(N)(t) kontinuerligi t = a: § x(t)- d(t —a) dt = (-1)" x(N(a)
-y
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3. Periodicitet
P-periodicitet, (P > 0):
X(t) & P-periodisk U x(t + P) = x(t) for alat.

P-periodisk fortsattning:

X(t) & P-periodiska fortsattningen av y(t) U x(t) = é y(t—nP).
n=—¥

4. Faltning

¥
X()* (1) = § X(t-1) y(t) ck
v

X(®) * (y(t) +z(t)) = x(®) * y(t) +x(t) * z(t)
(x(t) = y(t))* z(t) =x(t) * (y(t) * z(t))
x(t) * d(N(t —a) = xX(N(t—a)

() * (ay(t)) = a(x(t) » y(1)),
x(t) * y(t) = y(t) » x(t),
X(t) * d(t —a) =x(t—a),

4. Komplex fourierserieutveckling av P-periodiska funktioner:
¥
X(t) = a Cn €2PINYP - (Syntesekvationen)
n=—¥
dar ¢, = é@ X(t) e2Pint/P gt . (Analysekvationen)
P
Samband med reell serieutveckling for reellax(t)
¥
X(t) = % + a (an cos 2pnt/P + by, sin 2pnt/P),

2(an—jbn)omn3 1och—2(aLn+Jb_n)omn£—1snamt—aé0 omn=0,

a,=2Rec,, dan3 0,och b,=-2Imc,,dan3 1.

&,
Funktionsnorm X0l = €8 1x(®)]2 dt—
%
Totalenergi (under 1 period): Ix()||12 = ;83 |X(1)| 2 dt.
1 Q
Medeleffekt S 0 [X(D]2dt
Pq,
. 19 3
Parsevalsrelation I:,83|x(t)|2dt: a |c|?
n=—¥
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5. Fouriertransformen

K

s

X(w) éW t dw, (Syntesekvationen)

QOO

X = 5,

RS

dar X(w) :§ X(t) e3W t dt (Analysekvationen)

¥
& Q2
Funktionsnorm [Ix®| = éﬁ Ix(®)[2dt T
1]
¥
Totalenerg IOlI2=§ 1x(0I2 k.
Y
¥ ¥
Parsevals relation 0 |X(t)|2 dt = 1.9 | X(w)|2 dw
0 “2p 0 '
¥ =Y

Samband mellan fourierserier och -transformer

f) = 5 t—nP) = 5 pintiP ¢, = L y2PN0
X()—n:_¥Y( —nP) —n:_¥Cn & =pYEPp
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Allménna egenskaper :

Fouriertransfor mer

Soeciella transformer

w = 2pf
Funktion Transform
om  x(t) Z(w)
& Z(t) 2p X(-w)
X(t) X(w)
dWol x(f) X (W —Wo)
X(t-1o) eWto X (w)
1 RO
x(at),at 0 la| " gag
x(=t) X(=w)
(x> y)(t) X(w)-Y(w)
. 1
X(1)-y(® 2p X% V)W)
gtx(t) jw X(w)
tx(t) j dQWX(w)
gtg‘ X(1) (W) X(w)
tn x(t in d"

X(t) " g XW)
Sampling av x(t)| 2p/T-periodisk fort-
med sampel- | sittning av T - X(w)
avstand T
L-periodisk fort-| Sampling av 2p/L-X(w)
séttning av X(t) med sampelavstand 2p/L
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Funktion Transform
d(t) 1
1 2p d(w)
d(t—to) eiWto
gWot 2p d(w —wo)
d(t—tg) + d(t + t) | edWho + elWlo = 2 cos(wt )
cos (Wot) p (d(w —wp) + d(w + wp))
d(t~to) - d(t + to) eiWlo — gto =
-2 sin(wtg)
sin (wot) —pi (d(w —wp) —d(w + wp))
; d(t—nT) 2p/T ; d(w — 2pn/T)
n=—¥ n=—¥
u(t) jiI/-v + p d(w)
sign(t) ﬁv
rect(t/P) P sinc (Pw/(2p))
sinc (/(2p)) 2p rect(w)
sinc(t) rect (w/(2p))




Konstanten a forutsatts vara> 0

Funktioner med rationella transformer

w = 2pf
Funktion Transform
d(o) Gw)n
1
t
e=tu() at+jw
L 2
at
edJa ggnt —atw
th-1 gat 1
“(n-pt "0 (@+jw)n
_ntn—l ejat 2
Mopr S @+ wyn
1
t (i
ealy(—t) a—jw
dat Sgnt i
a—-w
(—f)1 eat 1
Dt "V | @jwr
-1 gat 2
-1t S| @-wr
signt 2
jw
-1 2
(n-1)1 9" (w)"
It 2a
ea a2 + w2
ealt| signt _ 2w
J a2 + w2
sinatsignt _2a
a2 — w2
cosatsignt 2jw
a2 — W2
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LTI-system

X6 —p —p X (1)

Definierande egenskaper :
1°  (Linjaritet)

Om eninsignal z(t) & en linjar kombination av tvainsignaler x(t) och y(t),

z(t) = ax(t) + by(t), a och b konstanter,
sa &r utsignalen z, (t) sammallinjarakombination av x_(t) och yy (t):
z(t) = ax (t) + by.t)

2°  (Tidsinvarians)

Om insignalen forskjutsi tiden, dvs. om x(t) ersatts med x(t —a), dar a &r en reell konstant,42 sa kom-

mer ocksa utsignalen att forskjutas likamycket i tiden:

y() =x(t—a) P yi () =x (t-a)

Pulssvar:
dit) —p» —p (D)
Utsignal/faltning:
¥
x() = —pp h(t) > § x(t)h(t—t) dt = h(t) « x(®),
—¥

Harmoniska svangningar som insignal:

gt —p X B X(w)-eiwt

X(w) = Fouriertransformen av x(t)

Seriekoppling av L TI-system:

\

— X — y -

v(t) = X(t) « y(t)
och fér fouriertransformerna V(w) = X(w) - Y(w)

42 x(t—a) & sammasignal som x(t) fast avsand a tidsenheter senare (oma > 0).
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Register

Aliaseffekten 81 Harmonisk funktion 1,41
amplitud 16 harmonisk svangning 1
analysekvation 4; 50; 59; 63 Heavisides funktion 21,71
associativ lag for faltning 66 Hertz, HZ 41
d-puls 28 Impuls 27
deltafunktionen 27
deréve(:,]rggi serad gg Jamn funktion 19
DET 82 jannadelen 22
Dirac 28
-funktion 28 Kommuitativ lag for faltning 64
-puls 28 komplex fourierserie-
diskretafouriertransformen 82 utveckling 3
distribution 27 L TI-system 12; 31
distributiv lag for fatning 64 sammansattning 65
| agpassfilter 55
Effektivvérde 6
egenfunktion 14 M edel effekt 7
energi 7: 10
enhetspul stag 43 Norm 6;9
enhetsspranget 21
Eulersformler 2 Operator 12
Faltning 30; 45 Parsevalsrelation 10
faslage 16 periodisk
fast Fourier transform 82 fortsattning 24; 45
fasvinkel 16 funktion 23
FFT 82 Poissons summationsformel 44
filter 55 pulssvar 13; 64
foureirintegraler 4 pulstdg 43; 44; 45
fourierserietransformen 51
fouriertransformen 4, 14; 59 Rationella funktioner 73
diSkreta 82 rect 22
dulitet 67 rektangelfunktion 11; 21
tidsdiskreta 81 sktangelfunktio !
frekvens 16 o
frekvensrevertering 69 Sﬁr.ﬁnan?ttn' ngav -
frekvensuppl 6sning 80 élsy em q AT
fundamental period 23 sampelavstan g
funktion, sampling 44,78
generaliserad 27: 28 xrne .
harmonisk 1; 41 geometrisk 41
jamn 19 ; 51 71
periodisk 23 g 82 . ’
e % toiskret 26
: ) tidskontinuerlig
funktionsnorm 69 signumfunktionen 21; 71
_ sinc 62
Generaliserad singularitet 28
derivering 32 sinus cardinalis 62
funktion 27,28 skalning, 20: 69
Gibbs fenomen 54 skalarprodukt,
for funktioner 9
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komplex
spegling
spektrum
stegfunktionen
svangning,

harmonisk
syntesekvation

TDFT
tidsdiskret signal
tidsdiskretafourier-
transformen
tidsinvarians
tidskontinuerlig signal
tidsrevertering
transform,
fourier-
fourierserie
trandation
trunkering

Udda

delen

funktion
unit-step-function

V ariabdval

vinke mét,
radianer
vav

vridning

Overforingsfunktion

9
19
2;4
21

1
4: 50; 59; 63

81
26

81
2

26
69

4; 14; 59
50

19

21, 77
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