KTH Matematik

Loésningsforslag tenta SF1635(/5B1209), Signaler och system I, 21 oktober 2008

z' =8z — 10y

1. Vi soker z(t) och y(t) som uppfyller { , och z(0) =1, y(0) = 0.

y' ' =bx —"Ty
Losning: Alternativ 1, med egenvektorer etc.

Lat x(t) = <x(t)> Da blir ekvationerna x’ = Ax, didr A = <8 _10>.

y(t) 5 7
A:s egenvarden: 0 =det(A[—A) = A-8 101 N=A—6 = (A=3)(A\+2),sa A1 2 = 3
: : 5 A+T ) 1,2 9
v . (=5 10]0 0\ (2
Egenvektor till A\ = 3: (_5 10 ‘ O) < ‘ 0) Vi kan ta k; = (1>

Egenvektor till Ay = —2: (__150 150 ' ) ( -1 ’ ) Vi kan ta ko = <1)

Ekvationssystemets allménna 16sning: x(t) = cle’\ltk1 + cqe?tks = c1e3tky + coe 2k,
Konstanterna ci, co bestams av begynnelsevillkoret,

(é) = X(O) =c1kis + ks =1 (?) + co (1), sa cp = 1, Cy = —1.

x(t) = 2e3t — et

y(t) = €3 — e~ 2t

Alternativ 2, med laplacetransform.

Om man laplacetransformerar ekvationssystemet (och anvénder begynnelsevillkoret) far man

sX —1=8X —10Y dvs<5‘8 10)(x>_<1)
sY —0=5X -7V ' =5 s+7)\Y) N0

och (if) = <8:58 sl+07)_1 (é) s ::s —6 (857 :Os> ((1)) TG —53)1(5—1—2) (s 5 7_)'
)

Partialbraksuppdelning ger X (s) = o5 = 523 S+2, Y(s) = oy = st S_~_12’

Svar: Losningen ar

Jr

sS4 svar som ovan.

2. Vi skall visa att y(z) = ?® 16ser ekvationen xy” — (4o — 1)y’ + (4z —2)y =0, = >0
och finna den allménna losningen till zy” — (dz — 1)y’ + (4o — 2)y = (x — 1)e®, = > 0.
Losning: y(z) = e?® ger y’ = 2¢** och y” = 4e?*. Insiittning i den homogena ekvationen
ger VL= (42 — 2(4z — 1) + (42 — 2))e** = 0 =HL. S a. &r klart.

For att 16sa den inhomogena ekvationen sétter vi ("reduktion av ordningen”) y(z) = z(z)e
Da blir y' = (2 +22)e®*, y” = (2" + 4z’ + 42)e** och insittning i ekvationen ger (x(z” +
42" +4z)— (dx—1)(2’ +22>—‘r(4$ 2) ) = (x— 1) Todvs x4z = (x2') = (x—1)e” ",
sdxz' = [(x—1)e™* do = (z — 1)( — [ 1(- d:r = —xe™% 4+ ¢1, ¢ en godtycklig
konstant. Alltsa 2z’ = —e™" + < och (da x> 0) T4+ c1lnz + co, vilket ger y(z) =
2(x)e?* = e + c1e** Inx + cpe?® och

Svar b.: Losningen y(z) = e® + c1e2® Inx + c2e2®, ¢y, ¢z godtyckliga konstanter.

2z

3. Ett kausalt LTI-system ger utsignalen e~2!/(¢) vid insignal e~‘U(t). Vi séker a. H(s),
laplacetransformen for pulssvaret h(t), b. pulssvaret och c. utsignalen for insignal e =2 (t).
Loésning: Vi har att insignalen x(¢)U(t) ger utsignalen y(¢ fo h(t—7)dr (ty h(t) =0
da t < 0). Hogerledet &r en (laplace-)faltning, sa for laplacetransformerna galler Y(s) =
H(s)X(s) och med X(s) = L{e™"} = =, Y(s) = L{e7*"} = 5 fas H(s) = zi;
H(s)=1- H%, s& inverstransformering med tabell ger h(t) = §(t) — e 2tU(t).
Insignalen z(t) = e 2U(t), X(s) = 541»2 ger for utsignalen Y (s) = H(s)X(s) = (éf21)2 =
ﬁ — 7(8+12)2, sdy(t) = (1 — t)e 2U(t).

Svar: a. H(s) = ji;, b. h(t) = 6(t) — e 2*U(t), c. utsignal (1 — t)e2U(t).




4. y(t), t > 0, uppfyller for ¢ > 0 ekvationen ty’'( fo ’7') . Vi séker a. en
differentialekvation for Y (s), b. alla mojliga Y (s) och c. y(t) da y( )=

Losning: Laplacetransformation av ekvationen ger —4L{y’(t)} = { (t) = y(t)}, dvs
—(sY(s) —y(0)' =Y (s)%, sa8Y’'=-Y — Y2

Ekvationen har 16sningar dels Y(s) kostant 0 eller -1, dels lésningar till f% = %{,2 =

(% — Y+1)Y, Integration ger In|Y| —In|Y + 1| = —In|s| + C, dvs ln|YSL| = C, sa

Y+1 = k, konstant. Det ger (med de tidigare 16sningarna) Y (s) = T eller Y (s) = —1.

Motsvarande y(t) = ke** respektive y(t) = —6(t). y(0) = 2 ger k = 2, y(t) = 2e?*.
Svar: a. sY’'=-Y — Y2, b. Y(s) = = —1, c. y(t) = 2%
x(t)

5. xz(t) ar 2-periodisk och x(¢t) =1 — |¢| da [¢t| < 1. Vi soker a. 1

de generaliserade derivatorna z’(t) och 2”(t), b. fourierserien \/\/\/\/
for z(t), (pa komplex och reell form), c. summan -1 1 .
Z 1
n=1,3,5,... n?(s? +n2m?) . 1 xl(t)
—_— PR i B —_—
Losning: z(t) &r kontinuerlig, sa z’(t) = {z'(t)}, "klassiska .
-1 1
-1, 0<tK1
derivatan”, x’(t) = ’ <t< och 2-periodisk. — —  — T
1, -1<t<0 R
Sprangen i z’(t) ger o-funktioner och {x"(¢)} = 0: 1
x'(t) = —248(t) + 26(t — 1) och 2-periodisk. R
1

x(t) — ZZO——oo Cneinm& ger x//(t) — 27010:_00(_”27‘.2)6 eznﬂ't l -1 l
4

2 _ // 7in7rt _ 1 —inmT) _—
S& nwcnf2f1x dt = 5(=2-1+42e7"") = \
—1 + ( 1) (integralen tas over en period, grinserna undviker §-funktionerna)

o o 1—(=1)"™ .. e e 1
Sadan#0: ¢, = n(QﬁQ) = nfﬂg for udda n, 0 for jamna n # 0. ¢g = %j;l x(t)dt = %

Den reella serien fas ur detta, ty e + =™ = 2cos(nnt). Det ger, med ¢, = c_,, att

an = # fér udda n, 0 for jamna n # 0 och ag = 1. Alla b, = 0. Serierna blir

1 2 1 . 1 4 1
ot = > — e och — 4 — > — cos(nt).
T p=41,+3,.. " 2 n=1,3,5,... ¥

Vi laplacetransformerar den reella fourierserien och den periodiska funktionen x(¢) for ¢t > 0:

1 4 5 1 2 _
2s + 2 Zn:1,3,5,... nz(SQin2ﬂ'2) = 1_e—2 fO T t)e ot dt =

—st72 2 _ _
R G R R R e R

Da man 16ser ut den sokta summan far man

1 ™ (1 11—e* /1 1 s
L (L el (S SRR D
n?(s? + n2?n2) 482 \ 2 sl4es 482 \ 2 s 2

n=1,3,5,...

—s

—€
+e=s"

[

W =

1
2

=

Svar: a. x’(t) och " (t), b. serierna, c. summan enligt ovan.

6. Funktionen z(t) = m, —00 < t < oo ar given. Vi séker a. dess fouriertransform
X (w) och b. fouriertransformen Y (w) (uttryckt i X (w)) till y(¢) = Tzn__oo (nT)o(t—nT)
och c. skall skissa grafen for |Y (w)| som funktion av w da T = J5 (fel i texten, c. rittas snillt).

Loésning: z(t) = m Enligt tabell: +22 KR ze~ 2l 53 m kR ge_B“_Q“"‘
och darur (tfg)ﬁ FT, Z.dd Te—i3w=2wl dus X (w) = E —iw—2lwl(_3; — 2sgn(w)).

y(t)=Tx(t)Y 0 6t —nT), saY(w ) = L X (w) * }"{Zn_foo §(t—nT)}.
Men Y07 6(t—nT) = £> 07 ein Tt (fourlerberle for en T-periodisk funktion), sa

dess fouriertransform &r L E> 0 o 2m6(w —n2E) och YV(w) = X(w) x> 0r 8w —n3E).
Eftersom X (w) * 0(w —nT) X(w—nT) blir det Y(w) = > 00 X(w —nzq’f

Grafen for |Y (w)| ér alltsé (d& T = 15) den 207-periodiska fortséittningen av

|X((.d)‘ =V 13%672“}', se ﬁg (Det felaktiga T' = 10 ger den hoégra kurvan, (skalan ca 8,2-10,2))
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