KTH Matematik

Loésningsforslag tenta SF1635(/5B1209), Signaler och system I, 9 juni 2009

(Fel kan férekomma.)

1. Vi skall (a.) finna allminna l6sningen till ekvationen (1 + 22)y’ — 2z(1 + y?) = 0, (b.)
losningen med y(0) = 0 och (c.) dennas storsta 16sningsintervall.

Losning:  Ekvationen &r separabel. Den kan skrivas \ ‘w
1+ 221+ # 0 Ly = 22 och integration ger \ ‘ c‘

THy? T+a? \ ‘
arctany = In(1 + 22) + C, C konstant. Den allméinna lésningen | |
ar alltsd y(z) = tan(In(1 + z2) 4+ C). Eftersom tan-funktionen &r /
m-periodisk kan man ta t.ex. —5 < C < . Villkoret y(0) = 0 \\ .
ger 0 = tan(Inl + C) = tanC, vi tar C = 0 och den sokta /

l6sningen i (b.) &r y(z) = tan(In(l + 2?)). Den #r definierad ) : //

dé -2 <In(1+2?) < Z,dvse 2 < 1+z% <e?,sd |z| < Ve —1 \
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Svar a.: Allminna 18sningen &r y(z) = tan(In(1 +2?)+C), -3 <C < 7,
b.: Losningen #r y(x) = tan(In(1+x?)), c.: Stérsta intervallet ér |z| < \/eZz — 1.

(®)
till det homogena systemet x’ = Ax och (b.) den allmédnna 16sningen till det inhomogena

systemet x’ = Ax + (23; )

2. Vihar A = (}%) och x(t) = (i;(t)) och skall (a.) finna en fundamentalmatris ®(t)

Losning: En fundamentalmatris har linjart oberoende l6sningar som kolonner, vi soker
dem. Eftersom A bara har 0:or under diagonalen ges egenvérdena av diagonalelementen,
A1,2 = 1, 3. Motsvarande egenvektorer ki o &r 1osningar# 0 till (A — A, I)k =0, dvs for ky:
(821 8) < (3481 9), vi kan vilja egenvektorn ky = (§) och for ko: (22| 8) < (o] ),

vi kan vilja egenvektorn ko = (1). De ger linjart oberoende 16sningar x;(t) = kie' och
t

Xo(t) = koe!, sd ®(t) = (60 Z ) For att 16sa systemet x’ = Ax + ( tt) anvander vi vari-

ation av parametrar och skriver x(t) = ®(t)u(t), vilket ger ekvationen ®(t)u’(t) = (26;),

_ —at
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Svar a.: En fundamentalmatris &r ®(t) = ( € <, ),
0 e

b.: Losningen x(t) = (_te ) + ®(t)c, ¢ = (o) godtycklig, konstant.

som ger u’(t) = (, 5 ), sa u(t) = (7_t+cl ) Insiittning ger svaret

3) f(x) ar 2m-periodisk och uppfyller f(z) = 5 —|z[ da [z| < § och f(z) =0da § < |z| < 7.
Vi soker (a.) de generaliserade derivatorna f'(x) och f”(x), (b.) koefficienterna ¢, i f(z):s
komplexa fourierserie > 02 cne™® och (c.) koefficienterna a, och b, i den reella fouri-
erserien 4@ + >, (an cos na + b, sinnx).

Loésning: Eftersom f(z) dr kontinuerlig, &r f'(z) = {f'(z)} = —sgnz da |z[ < § och =0

da § < |z| <, styckvis konstant.

Dadr f"(x) =0+ 6(x + §) — 26(x) + d(x — §), bada 2m-periodiska.

Fourierserien for f”( YA Y oT (—n?)ene™® saforn # 0 fas —nc, = o= [T f/(x)e” ™ dx =

(M2 —24+e7"%) och ¢, = Mz(l — cos 5r).

Direkt fas co = 5= [7 f(z)dw =--- =%,

Eftersom c_, = ¢, giller f('jr den reella seriens koefficienter att a,, = ¢, + ¢_,, och b, = 0,

allan=0,1,2,...,sa

—sgnz da|x| < G

0 daZ <|z| <7’
F'(x) =6(x+ 3) —26(x) +(x — 3), 2m-periodisk.

b: De sdkta koefficienterna &r cop = 3, ¢, = #(1 —cos t), n # 0.

c: De sokta koefficienterna ges nu av

_ T _ 2 nm — —_
ap =7, @p = —5(1—cos ), b, =0, n=1,2,3,...

Svar a: f’(x) = 2m-periodisk,




4. Ett LTI-system har pulssvaret h(t), dér h(t) = cost da 0 < ¢t < § och h(t) = 0
annars. Vi soker (a.) H(s), laplacetransformen av h(t), och utsignalen y(t) om insignalen
ar x(t) = e 2t - U(L).

Lésning: Vi skriver h(t) = cost- (U(t) —U(t—5)) = cost-U(t) —
cos(t =5 4+ %) - Ut —TF) =cost-U(t) +sin(t — F) - Ut - F),

Utsignalen y(t)

o
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Hs) = iy +
Eftersom y(t) = ffooo h(T)x(t —7)dT ger h(t) = z(t) =0 for t <0 =1
att y(t fo z(t — 7) dr ("laplacefaltning”), sa (X(s) = =3) |

s 67% Zst+i "
Y(S) = H(S)X(S) = (s12)(s2+1) + (s+2)(32+1) 9+2 L’)24_1% \‘
( 54 S‘*‘s)e—%s och y(t) = (—%e_gt—l—fcost—i—gsmt) . \

w2 T o 5
Ut) + (2e 273 —Leos(t—3) + 2sin(t — 3)) - Ut — ) = U N
(—2U(t) + e U(t - ) _2t+( cost—|—5smt)7(rlxl() Ut-1%))

Svar a: Transformen ar H(s) = ﬁ + £ 2+1 , b.: Utsignalen blir
y(t) = (—2U(t) + ze™U(t — T))e 2t + (2 cost + & sint) (U(E) —U(E — F)) (e fig).

5. y(t), t > 0, (som har y(t), y'(t) kontinuerliga och av exponentiell typ och y" (t) styckvis
kontinuerlig) uppfyller for alla t > 0 att y(t) =1+ fo )+ y'(7))sin(t — 7) dr. Vi soker
(a.) y(0) och (b.) y(t), t > 0.

Losning: Insattning av ¢t = 0 i ekvationen ger y(0) =1+ fo )+y'(7))sin(—7)dr = 1.
De givna villkoren pa y(¢) ger att L{y(t)} = Y (s) existerar och ﬁ{y (t)} = sY(s) —y(0), sa
(integralen &r en ”laplacefaltning”) Y(s) = L{1} + L{y(t) + y'(t)}L{sint} = L + (Y (s) +
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SY(S) - 1)ﬁ Sa Y( - 2+1 - 523—1) = %_ ﬁ och Y(S) = §2(s—+1§ = sil 512’
y(t) =e' —t

Svar a.: y(0) =1, b.: y(t) =et —t, t > 0.

6. Vihary(t) = [*_ x(7)sinc(t—7) dr och y(t) = > y(t—nL), L konstant. Viséker (a.)
Y (w) uttryckt med X (w), (b.) Yz (w) med Y(w) och (c.) alla a, L s& att y,(t) = asin 2,
da z(t) = eIl - sgnt.

Lésning: Eftersom sinct ~— rect(5%) och y(t) dr ”fourierfaltningen” av x(t) och sinct &r
Y(w) = X(w)rect(5%).

10) = T D) =y« D 80-nD) ook S5 a(tnt) 7 B T oon),
i Y1) = ¥ () - 22 7%, 8w — n2F) = 2 3% Y(n)o(w - nE).

yr(t) = asin 22 betyder precis att Y7, (w) = a(—m )((5(w -2 — §(w+ 2”))
Mendax()—e . sgnt dr X(w) = W’ sa Yo (w) = Z23Y° Y(n2E)d(w —n3k) =
2x Z X (n2 )rect( )o(w —n L) Vlllkoret blir dels att rect(% ) =0 da [n| > 1, dvs

% > 2, och rect( 1y =1, dvs + , sa 2 < L < 4, och dels att 27TX(:I:Q”) = — 4
o 202 o .
%@—ia(— i), saa:ﬁ.

Svar a.: Y (w) = X(w) rect(%),
b.: Yo (w) = 2257 Y (n%5)§(w — n2F),
c:a= L2+’;w2 och2<L<4.




