KTH Matematik

Loésningsforslag tenta SF1635(/5B1209), Signaler och system I, 20 december
2008

1. Vi soker y(z) som uppfyller 2y’ — 2(Inz)y = Inx da > 0 och y(1) = 2.

Inx

Losning: Ekvationen ar linjar och av forsta ordningen, pa standardform vy’ — 21“73” y =

och har d& en integrerande faktor pu(z) = e/ —2%" do = ¢=(n2)*,

Ekvationen multiplicerad med p(x) blir (e_(l‘””)Qy)’ = e_(lnw)zln% = (—%e_(l’”)g)’, sa

e’(lnx)zg = —le~m®)® L 0. Konstanten C bestéms av att y(1) = 2, ®y(1) =2 = —LeP+-C,
sa C = 5 och
2

Svar: Lésningen y(x) = —% + ge(“‘w)z = —% + %:1!:1“z
(Man kan ocksé "se” att y(z) = —1 dr en partikuldrlésning och bara 18sa den homogena ekvatio-
nen.)

2. Vi har ekvationen y” — 3y’ + 2y = Mﬁ och skall (a.) uttrycka den som ett forsta
ordningens system och (b.) finna den allménna losningen till ekvationen.

Loésning: For att eliminera hogre derivator infor vi fler okénda funktioner, hir z = y'.
/

=z
Da ar z’ = y” och ekvationen motsvarar systemet , , dvs
2 = 2y+3z+ m
(1) = (%) M+ (1)
ro—
Svar a: y, .
z' = -2y+3z+ m
1
Eftersom den karakteristiska ekvationen m? — 3m + 2 = 0 har rotterna mio = {2 ar

y1(z) = €* och yo(x) = €2® tva linjirt oberoende l6sningar till den homogena ekvationen
y"” — 3y’ + 2y = 0. Enligt metoden ”variation av konstanterna” ges den allménna losningen
av y(x) = ui(z)yi(z) + ua(x)y2(x), dér (E: ;:2‘1) (Zl,) = (f(n), med f(z) = -
2

Det ger u{ = —e *f(z) = 71-&-% = —grq7 och ug = e f(x) = 1.&61 = 5 s
up(xz) = —In(e” + 1) + ¢1, ua(r) = —In(e™® + 1) + ¢a, 1,2 godtyckliga konstanter.

Svar b: Lésningen dr y(z) = (c; — In(e® + 1))e® + (c2 — In(e™® + 1))e?®, c;2
godtyckliga konstanter

H2—1), 0<t<2

0, —2<t<0

Vi soker (a.) de generaliserade derivatorna x'(t), " (t) och :U”’( ) och (b.) fourierserien for
2

3. z(t) ar 4-periodisk och z(t) =

(t) (pa komplex och reell form) och skall (c.) visa att > ;7| & = =

Loésning: z(t) ar kontinuerlig, sa z'(t) = {z'(t)}, ”klassiska derivatan”,

2—-2t, 0<K<t<K2
x’/(t) = ’ <t< och 4-periodisk.
0, —2<t<0
Sprangen i z’(t) ger d-funktioner, sa
-2, 0<t<2
xz’(t) = ’ 248(t) + 28(t — 2) och 4-periodisk.
0 {O, PSS+ 20(0) +26(t — 2) och 4p

Sprangen i «”(¢) ger nya d-funktioner, medan {z"(¢)} = 0, sa
x’(t) =28"(t) +26'(t — 2) — 28(t) + 26(t — 2) och 4-periodisk.
Svar a: x’/(t), " (t), ’’(t) ar som ovan.

x(t) = ij__oo CpenEt ger x”’(t) =300 (=% )e,en B si
3 P R .

( Zn w3 Cn = 4f 1 /// —zn§t dt = i(—?(—m2) _ 2( )eznﬂ' _ 260 4 Qel’nﬂ') —

Z(mw(l + ( ].) ) — 2(1 — (_1)71)) (integralen tas over en period, grinserna undviker §-funktionerna.)

Sadan#0: ¢, = _204+(=1™) + 4(1=(=1™)

2 n2w? in3w3
co = if_2x(t)dt: . shco = %
Den reella serien fas ur den komplexa, a, = ¢, + ¢_pn, by = i(cp —c—y), 538 ag = % och d&
4(1 1 8(1—(—1)"
n>0: a, = —20HEDD b, = SASDT)



Svar b: Den komplexa fourierserien ar Zn__oo cne™zt och den reella ar
2 3 (ancos(nit) + b, sin(nit)), med an, by, ¢, som ovan.
Eftersom z(t) ar styckvis kontinuerlig och deriverbar, konvergerar serien mot funktionen.
S48 0=ax(0) =% + > 7 (an cos(0) 4 b, sin(0)) = %L + 3> a, = 5 — % > n=2.46... % =
00 0o o oo o2 . .
-3 ﬁ =L - B s Y e, k% = %, saken i c. &r klar.
4. Ett LTI-system har pulssvaret h(t) = sinc 2¢t—sinct. Visoker (a.) systemets 6verforingsfunktion
H(w), (b.) alla A sa att det finns en insignal x)(t) (med z(t) # 0 for nagot t) och med
utsignal yy () = Az (t) och (c.) exempel pa sadana x(¢) for alla mojliga A.
Lésning: H(w) ér fouriertransformen av h(t) och eftersom sinc ¢ ¥ rect(5%) far vi
Svar a: Overforingsfunktionen H(w) = 2 rect(£2) — rect(<).
ya(t) = Axx(t) ar detsamma som att Yy (w) = H(w)X(w) = AX ) (w), sa de enda mdjliga
1, |z <

ar de vardena
0, |z|>

véardena for A ar véarden som H(w) antar. Eftersom rect(z) =

(I NI

1 (d& 7 < |w| < 27), 0 (d& |w| > 27) och —3 (d& |w| < 7), s&

Svar b: De sOkta (egen)vardena ar A = 0, :I:%.

Hw)Xx(w) = AXx(w) betyder att Xy(w) = 0 da H(w) # A. Vi kan exempelvis ta
r1(t) = sin(22t), zo(t) = sin(3wt) och x_1(t) =1 eller som i:

Svar c: Ex. @1 (t) = 2sinc2t—sinct, xo(t) = 2sinc4t—sinc 2t och z_1 (t) = sinct.

5. Vi soker alla y(t), t > 0 som for ¢ > 0 uppfyller y'(¢) — 3f0t e Tyt —7)dr = 5(t — 1)
och y(0) = —1.

e

Lésning: Eftersom ekvationen ér y’ — 3e™2! xy = §(t — 1), ger laplacetransformation

att sY (s) — y(0) — 3Si2Y(s) =e° sa Y(S)M = Y(s)% = y(0) + e~* och
1

3 1 ,
Y (s) = (y(0) + e’s)% (y(0) +e7*)(327 + +35) och y(t) = y(0)(2e! + Le73t) +
(3et=1 4 Le=3(=D)y(t — 1). Inséttning av y(0) = —% ger

—3et—Le 3t 0<t<1

4e 4e
(5 —g)e™ 1<t
(Kontroll: y(t) har spranget 1 for ¢t = 1, sa y'(t) innehaller §(t — 1).)

6. z(t) ar >°° —— 6(t —nT) och vi séker tre olika uttryck for X (w), genom att (a.)

n=—o00 n2T2+1
fouriertransformera varje term, (b.) som en T-sampling av y(t), X (w) uttryckt med Y (w)

(oéndlig serie) och (c.) summera den serien exakt (i ett intervall).

Svar: Losningen ar y(t) = {

Losning: Eftersom (¢t — nT) YL e=inT@ f4r man termvis
Svar a: X (w) = Zn__oo #2_’_1 e~ inTw,
Eftersom z(t) = y(t) - >.oo _ 6(t — nT) dar y(t) = ﬁ med Y(w) = we~“l, och
S Jd(t—nT) L 2 ;ZOZ_OO §(w—nZr), far man X (w) = =me k23 §(w—
W)= g e
Svar b: X(w) = o o€ lw—m3F],
X(w) ér en ZF-periodisk funktion. Vi berdknar den exakt i mtervallet [0, 2“]'
Da0 < w § 2]? giller anfooe lw—nZF| — 22— o€ e—wAnF 4 Zn Le¥ "% Det blir
_2m
(tva summor av geometriska serier) e —2L5— 4 ¥ < 7T277, =(e W F) pev—F) L =
l—e T 1— T eT —e T
%7 sa (vi glommer inte faktorn T framfér summan)
T
Svar ¢: X (w) &r 2F-periodisk och = ;% dao<w<2r,



