
(Signaler & system I, ht08: L10, m̊a 22 september)

Mer om generaliserade funktioner

Vi kan tänka p̊a (och definiera) δ-funktionen p̊a (̊atminstone) tv̊a sätt:

1. Som ett ”gränsvärde” d̊a a → 0+ av 1
a
ϕ( t

a
),

där ϕ(t) är 0 utanför ett begränsat intervall och
∫ ∞
−∞ ϕ(t) dt = 1.

2. Som n̊agot med egenskapen
∫ ∞
−∞ δ(t)x(t) dt = x(0),

för alla tillräckligt snälla x(t) (testfunktioner).

Om man preciserar mängden av testfunktioner kan allmänt en generaliserad
funktion f(t) definieras som en linjär (som förut) och kontinuerlig (dvs en
”liten” ändring av x(t) ger en liten ändring av talet) avbildning av testfunk-
tioner till tal, skrivet

x(t) 7→
∫ ∞

−∞
f(t)x(t) dt.

(Ett lämpligt val av testfunktioner kan vara alla oändligt deriverbara funk-
tioner x(t) s̊a att tmx(n)(t) för alla naturliga tal m, n är begränsade funktioner

av t. Exempel p̊a s̊adana funktioner är polynom(t) · e−t2 .)

Olika operationer p̊a generaliserade funktioner kan d̊a definieras med hjälp av
egenskaper för vanliga funktioner, t.ex.

f(t − a) ges av
∫ ∞
−∞ f(t− a)x(t) dt =

∫ ∞
−∞ f(t)x(t + a) dt,

f(−t) ges av
∫ ∞
−∞ f(−t)x(t) dt =

∫ ∞
−∞ f(t)x(−t) dt,

f(at) ges (d̊a a 6= 0) av
∫ ∞
−∞ f(at)x(t) dt =

∫ ∞
−∞ f(t) 1

|a|x( t
a
) dt,

f̂(ω) ges av
∫ ∞
−∞ f̂(ω)x(ω) dω =

∫ ∞
−∞ f(t)x̂(t) dt,

f ′(t) ges av
∫ ∞
−∞ f ′(t)x(t) dt = −

∫ ∞
−∞ f(t)x ′(t) dt.

Varje HL ger ju en känd (linjär och kontinuerlig) avbildning av testfunktioner, dvs en ny generali-

serad funktion.

Sista raden visar speciellt att varje generaliserad funktion kan deriveras
(hur m̊anga g̊anger som helst)!

För δ-funktionen f̊ar man:∫ ∞
−∞ δ(t− a)x(t) dt = x(a),

δ(−t) = δ(t),
δ(at) = 1

|a|δ(t), a 6= 0,

δ̂(ω) = 1,∫ ∞
−∞ δ ′(t)x(t) dt = −x ′(0), s̊a

∫ ∞
−∞ δ(n)(t)x(t) dt = (−1)nx(n)(0).

H ′(t) = δ(t), där H(t)(= u(t) = θ(t)) är Heavisides stegfunktion.

Om f(t) är en vanlig funktion (som inte växer för snabbt d̊a t → ±∞ och) som är
deriverbar utom i isolerade punkter a1, a2, . . . , där den har spr̊ang d1, d2, . . . ,
kan f(t) ses som en generaliserad funktion och dess derivata (en generaliserad
funktion) kallas den generaliserade derivatan av f(t):

f ′(t) = {f ′(t)}+
∑

k

dkδ(t− ak),

där {f ′(t)} är den klassiska derivatan (odefinierad i punkterna a1, a2, . . . ).


