(Signaler & system I, ht08: L10, ma 22 september)

Mer om generaliserade funktioner

Vi kan tédnka pa (och definiera) o-funktionen pa (atminstone) tva sitt:
1. Som ett "gransvarde” da a — 0+ av f¢(L),

dér o(t) ar 0 utanfor ett begransat intervall och [7° ¢(t)dt = 1.
2. Som nagot med egenskapen ffooo d(t)x(t) dt = z(0),

for alla tillrackligt snélla x(t) (testfunktioner).

Om man preciserar mangden av testfunktioner kan allmant en generaliserad
funktion f(¢) definieras som en linjar (som férut) och kontinuerlig (dvs en
"liten” dndring av x () ger en liten &ndring av talet) avbildning av testfunk-

tioner till tal, skrivet
£ / F(O)a(t) dt

(Ett lampligt val av testfunktioner kan vara alla odndligt deriverbara funk-
tioner x(t) sa att ™™ (t) for alla naturliga tal m, n ir begrinsade funktioner
av t. Exempel pa sadana funktioner ér polynom(t) - e=**.)

Olika operationer pa generaliserade funktioner kan da definieras med hjalp av
egenskaper for vanliga funktioner t.ex.

f(t —a) ges av ffooof(t—a =/ f t—l—a)
f(=t) ges av [7 f(—t)x(t)dt = f f
f(at) ges (da a #0) av [ f(at f f W (L)dt

~ .
f(w) gesav [ f(w)z(w)dw = f_oof z(t) dt

F/(t) gesav [70 f/(O)x(t)dt = — [T f(t)a'(t)dt

Varje HL ger ju en kind (linjar och kontinuerlig) avbildning av testfunktioner, dvs en ny generali-
serad funktion.

Sista raden visar speciellt att varje generaliserad funktion kan deriveras
(hur manga ganger som helst)!

For d-funktionen far man:

ffooo ot —a)x(t)dt = z(a),

d(at) = ﬁé(t), a#0,
S(w) =1,

22 8’ (t)x(t)dt = —x’(0), sa [ 6™ (¢)x(t) dt = (—1)"z(™(0).
H'(t) = 6(t), dar H(t)(= u(t) = 0(t)) ar Heavisides stegfunktion.

Om f(t) ar en vanlig funktion (som inte vixer for snabbt da t — oo och) som &r
deriverbar utom i isolerade punkter aq, as, ..., diar den har sprang di,ds, ...,

kan f(t) ses som en generaliserad funktion och dess derivata (en generaliserad
funktion) kallas den generaliserade derivatan av f(¢):

F1@&) = {F'(O) + D dis(t — ap),

dér {f'(t)} ar den klassiska derivatan (odefinierad i punkterna as, as, ... ).



