
(Signaler & system I, ht08: L7, må 15 september)

Linjära differentialekvationer med periodiskt högerled

För att finna en partikulärlösning till den inhomogena linjära ekvationen

L(y) = f(t), f(t) T -periodisk,

kan man fourierserieutveckla f(t) = a0

2
+

∑∞
n=1(an cos 2πnt

T
+ bn sin 2πnt

T
) och

finna en partikulärlösning för en term i taget som högerled och sedan superpon-
era. Om man inte har resonans (dvs om inte n̊agon av termerna är en lösning
till den homogena ekvationen) blir ocks̊a partikulärlösningen T -periodisk.

Komplexa fourierserier

L̊at funktionen x(t) vara definierad (och ”snäll”) i [−π, π].
Med Eulers formel eiα = cos α + i sin α kan den reella fourierserien,

x(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cos nt + bn sin nt), med

{
an = 1

π

∫ π

−π
x(t) cos nt dt

bn = 1
π

∫ π

−π
x(t) sin nt dt

formas om till den komplexa,

x(t) =
∞∑

n=−∞

cneint, med cn =
1

2π

∫ π

−π

x(t)e−int dt.

Den dubbelt oändliga serien skall tolkas som limN→∞
∑N

n=−N cne
int.

Sambanden mellan koefficienterna i de tv̊a serierna är (för n = 0, 1, 2, . . . ){
cn = 1

2
(an − ibn)

c−n = 1
2
(an + ibn)

{
an = cn + c−n

bn = i(cn − c−n)

Dvs {eint}∞n=−∞ är en ortogonal, fullständig mängd funktioner p̊a intervallet

[−π, π] med inre produkten (x, y) =
∫ π

−π
x(t)y(t) dt,

s̊a (eimt, eint) = 0 d̊a m 6= n, medan (eint, eint) = 2π.

Fouriertransformer

Om x(t) är definierad p̊a [−L
2
, L

2
] gäller

{
x(t) =

∑∞
n=−∞ cne

i2πnt
L

cn = 1
L

∫ L
2

−L
2

x(t)e−
i2πnt

L dt
.

Med ωn = 2πn
L

, X(ωn) = Lcn ”f̊as” d̊a L →∞ (Riemannsumma!){
x(t) = 1

2π

∫ ∞
−∞ X(ω)eiωt dω

X(ω) =
∫ ∞

−∞ x(t)e−iωt dt

X(ω) (ofta betecknad x̂(ω)) är fouriertransformen av x(t).

Parsevals relation (”Pythagoras sats i oändlig dimension”)

Om x(t) har fourierserien a0

2
+

∑∞
n=1(an cos nt + bn sin nt) =

∑∞
n=−∞ cne

int,

‖x(t)‖2 =

∫ π

−π

|x(t)|2 dt = π(
a2

0

2
+

∞∑
n=1

(a2
n + b2

n)) = 2π
∞∑

n=−∞

|cn|2.

Motsvarande för fouriertransformen,∫ ∞

−∞
|x(t)|2 dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
|X(ω)|2 dω.


