Institutionen for matematik
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Losningar tentamen 5B1115 Matematik 1 féor Biol, K1, m.fl. 24 oktober 2003

1. Lat p(2) = 22 +2234+4224+362+20. Vi vet att p(1—3i) = 0 och séker alla p:s nollsatillen.
Eftersom p &r ett reellt polynom (dvs koefficienterna &r reella) ar p(1 + 3i) = p(1 — 3i) =
p(1 —3i) =0 =0, sa enligt faktorsatsen ar p(z) delbart med (z — (1 — 37))(z — (1 + 3i)) =
2? — 22+ 10. Polynomdivision ger p(z) = (22 —2z+10)(2% + 42 +2), si p:s 6vriga nollstiillen
ar nollstallena till 22 + 4z + 2,dvs z = -2+ V2.

Svar: Ekvationens rotter ar 1+ 3i,1 — 3i, —2 + \@, —2— /2.

2. Omkring punkten (1,1) kan kurvan beskrivas av en funktion y = y(x). Deriveras den
givna ekvationen arctan(zy) = § e*~¥ implicit, fas T]W (y+axy)=Fe" Y (1—y'). Sitt
inz=y=1,safis for y i punkten (1,1): £(1+y') = Z (1 —¢') och dirur yzl,l) = :T__;
Ekvationen for en rét linje genom punkten (zg,yo) och med riktningskoefficient &k ges av
Y —yo =k (z — o), sd .

Svar: Tangentens ekvation &r y — 1= "= (x — 1).

3. Eftersom integrandens téljare har lagre grad &n ndmnaren kan vi dela upp i partialbrak:
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L ;fi"’;l = (Iif{gﬁfl) = w%l+§+w—€1. A, B, C fas med handpalidggning (eller t.ex. genom

att multiplicera bada leden med ndmnaren och identifiera koefficienter) till A = —2, B =

—1,C = 4. Integralen blir:

f; rABrtL gy = f23(1;+21 + =1+ Ay de=[2In|z+1]—In|z|+4ln|z — 1|]g =—2In4—

In34+4In2—-(—2n3—-In2+4lnl)=In2+1In3 =1In6.
Svar: Integralens varde ar In6.

4. For fixt x blir tvarsnittet av kroppen en cirkel med radie r(z) = e®*%+/sinz och area
7r(x)? = me? S sinx, s den sokta volymen: 7 [ €2°***sinx dx =

t
t =cosx i

dt = —sinx dzx

e ).

Svar: Kroppens volym &r 7 (e? —e™2) (= 7 sinh2) v.e.

5. Lat f(z) = z((Inz)® —3(Inx)? +6Inz) — 6(z — 1) = z((Inz)® — 3(Inz)? + 6Inz — 6) + 6.
Det géller att visa att f(z) > 0 for alla z > 0.

Derivering (med produktregeln och kedjeregeln) ger f/(x) = ((Inz)® —3(Inx)?+61Inz —6) +
z(3(Inz)?> —3-2Inz +6)L + 0 = (Inz)3. Eftersom f(1) =0 och (Inz)? <0da0 <z <1

och (Inz)® > 0 da = > 1 far vi tabellen

-1 :71'ff1 e?t(—1) dtzn‘fil e?t dt:w[%e%}l =Z(e?—

™ -1
0| 1

T 0 1
f'(z) - 0 +
f(@) N0

och ldser av att f(z) > 0 for alla > 0. Saken &r ddrmed klar.

6. Vi har de kinda ML-utvecklingarna
sinz =z — ”:6—3—&-(’)(305), In(l+xz)=x— %24_%_,_(9(;54)’ et :1+t+%+(9(t3), s&
sinzln(l+2) = (r— 2 +0@%)) (- & + % +O(ah) =22 — & + £ 4 O(a),

2™ =2?(1 - £+ 1(-£)2+ O(2%)) = 2% - ””2—3 + % + O(2°) och dirmed

x 3 4 3 4
. sinz In(1+z)—z2e” 2 . 482—L+L+O(I5)—($2—L+L+O(w5))
lim, g ( 904) = lim,_.q 2 6 — 28 =
14 5
. z2-4+0(z”) . 1 1
J— 24 J— J—
= lim, o Z—r— =lim,_o(55 + O(z)) = 55

Svar: Gransvardet ar i.



7. Vi soker den allmiénna I6sningen till ekvationen y” + 2y’ + 5y = (2% + 1) e~ *.

1) Finn forst yp, den allménna l6sningen till den homogena ekvationen.

Karakteristiska ekvationen 72 + 2r + 5 = 0 har de enkla rotterna ri2 = —1 =+ 2i, sa
yn(x) = (Acos 2z + Bsin2x)e™*, A, B godtyckliga konstanter.

2) For att finna en partikulérlésning y,,, infér z(z) enligt y(z) = z(z)e™ . Forskjutningsregeln
(eller direkt berdkning av y' = (2/ — 2)e™®,y” = (2" — 22’ + 2)e™ och insdttning) ger
y'+2y +5y = (D*+2D+5)y = (D*+2D+5)(ze *) =e *((D—1)2+2(D—1)+5)z =
e (D% +4)z = (2" +4z)e 7.

Ekvationen blir alltsd 2" + 42z = x? + 1. For att finna en partikuldrlosning z, ansitter vi
z(x) = ax? + bx + ¢ och sitter in. Det ger 2a + 4(ax? + bz + ¢) = % + 1, s& ansatsen ger en
16sning om 4a = 1,4b = 0,2a+4c=1,dvs a = i, b=0,c= %. Vi far alltsa z,(z) = ixZJr%.
Den allménna 16sningen ges av y(z) = yn(x) + yp(z), sa

Svar: Losningen ar y(x) = (ix2 + % + A cos2x + Bsin2x)e ™, A, B godtyckliga.

8. Lat P, vara pastaendet (1 — 5)(1 — 35) ... (1 — -5;) = EL. Vi skall visa att P, &r sann
forn=2,3,....
Vi ger ett induktionsbevis:

Bas: VL, =1 — 2% = % och HLy = % = %, sa vi har visat P».

Steg: Antag att Py &r sann. Da fas
Py enl. ant.

Vg = (1= 52)(1=32) ... (1= gbe) = Ve - (1= b)) 7% ™™ HLy - (1 - bye) =
gikl (11— & 11)2) = (k+12)k(((lf+11))2271) = (k2+k1(3€k(11c;2) = 2(kk+21) = (I;(J;l)f)l = HLjy41

+ + + + + :
Vi har alltsa visat att P, = Pry1 (for K =2,3,...).
Enligt induktionsprincipen foljer att P, ar sann for n = 2,3,.... Saken ar klar.
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(Man kan ocksa notera att 1 — % = kkgl = ““*1,12’““) och att % har forkortas bort mot
% i faktorn fore. Kvar blir bara 3 fran forsta faktorn och L fran den sista.)

9. Funktionen g(z) = x Inz (In(Inz))? &r positiv och viixande for z > 3 (sammanséttning av
véaxande funktioner ger vixande funktioner och en produkt av positiva, vixande funktioner
ar positiv och vixande). Alltsa ar f(z) = m = ﬁw) positiv och avtagande, sa
integralkriteriet kan tillampas. Det innebar att

oo

Z L ar konv. <= / h ! dz ar konv
“—n Inn (In(lnn))? ’ 3 7 Inz (In(lnz))? '
Men substitutionen ¢ = In(Inx)), dt = = Ldz ger att integralen &r fli?ln 3) 4t en konvergent

integral. Sa
Svar: Serien ar konvergent.

10a. Vi har att f(z) = O(z?) och f(0) =0 (ty f(z) ir kontinuerlig kring z = 0), sa
L@ SO @) 06

=0 x—0 _ili%T_rl% x —ili%(’)(x)—&
dvs f(0) existerar (och har vérdet 0).
b. D4 f(x) = O(z®) behéver inte f/(x) vara O(z?), dven om den ir kontinuerlig, sd vi kan
inte tillampa resultatet i a. pa f'(z).
Vi ger ett motexempel till pastéendet: Lat f(z) = 2®cos 2 dd « # 0, f(0) = 0. f(z) ar
da O(z®) (ty |cos | < 1) och kontinuerlig for alla z (elementirt uttryck da = # 0 och
f(z) — 0= f(0) di * — 0). Enligt a. ar da f'(0) = 0 (att f(x) = O(2®) medfor ju att
f(z) = O(2?)). Fér z # 0 finner man f'(z) = 3z%cos 2 — 23(sin1)=} = zsin 1 4+ 32% cos L.
Tydligen dr f’(x) kontinuerlig for alla z (den ar O(z) da x gar mot 0), men
/ !/
lim fi@) = 1) = lim(sinl + 3z cos —),
z—0 z—0 z—0 T T

m ger vardet 1 och z = m ger vardet —1 och varje
2 2

(punkterad) omgivning till 2 = 0 innehaller x av bada slagen). Saledes existerar inte f”(0),
trots att forutsattningarna ar uppfyllda.
Svar: a. ja, b. nej.

vilket inte existerar (ty z =



